PCSI - mathématiques

Dualité

K désigne un corps commutatif ; E est un K-ev.

1 Généralités
Définition 1
e le dual de FE est E* = Li (E, K).

o les éléments de E* (cad les applications K -linéaires de
E dans K) sont les formes (K-)linéaires sur E.

E* est donc le K-ev des formes linéaires sur le K-ev K.
Notation 1 Sip € E* et sixz € E on pose (p,x) = ¢ (x).
L’application

’E*xE - K
(p,z) = (p,z) = (z)

est bilinéaire, ce qui signifie que (Ap + u, ) = A {p,x) +
wl,x) et (o, Az + py) = X {p, )+ (e, y) quels que soient
NMpeK,x,ye Eet o, e B

Soit U = (u;);c; une base de E. Si j € I, soit

E — K

*J . ) )
i e=S et e wi (@) =g

u* € B,
SizcE,x=3 <u*i,x> Uu;.
Sid, eI, uj =3 05u; donc u* (u;) = d% soit :

(u™,uj) = (5;
On en déduit :

Théoréme 1 U* = (u*i)iej est libre dans le K-ev E*.

1.1 L’application linéaire canonique de F
dans E**

E** = (E*)" = Lk (E*,K) est le bidual de E.
Soit a € E. On définit

R
e moa(e)=e(a)
a** (p) = ¢ (a) = (p,a).

Sip, v € E* et si A, o0 € K on a évidemment
a* (Ao +wp) = Ap+mwha) = My, a) + pp,a) =
Aa** () + pa™ ().

Par suite : a** € E**.

Théoréme 2 L’application vy : E — E** ; x +— o™ est
une application K-linéaire et injective.

v est Uapplication linéaire canonique de E dans E**.
EF*xFE — K

On a deux applications :
bp (p,7) (o) =g0(x)

E*xE* — K

(u,0) = {u,0) = ulyp)
De plus, siz € E et o € E* : on a {(p,z) = (™, p).

et qui sont K-bilinéaires.

1.2 Orthogonal d’une partie de E
Soit ¢ € F ; on a

" E* = K p—a”(p)=¢(a) = {p,a).
Définition 2 On pose a* = ker (a**) :

orthogonal de a.

at = {p€E*| ¢(a)=0} est donc I'ensemble des
formes linéaires sur F qui s’annulent en a.
Soit P C E. On pose

Définition 3 P+ =
orthogonal de la partie P.

{p e E* | Yz € P, ¢ (x) =0}

On a donc P+ = ﬂmerL : c’est donc un sev de E*.
Cette définition est reliée a la précédente par :

Proposition 1 Sia € E, at = {a}" = (K.a)"

Plus généralement :
Proposition 2 Si P C E, P = (Vect (P))™*.

On en déduit que si V = Vect {(w;);c7), V5 = Nies Ui
Les remarques suivantes récapitulent le fonctionnement
de l'orthogonal :

Remarque 1
1. SiPCQCE,Q-cpPt;
2. {0g}" = E* ;
3. B+ ={0} ;

4. SiV et W sont des sevde E, (V +W)" =vinwt.

1.3 Transposition d’une application
linéaire

Soient F, F' des K-ev et soit f € Li (E, F).

Définition 4 La transposée de f est

—  E*

I - () =vof

On vérifie facilement :



Proposition 3 'f est linéaire de F* dans E*.

En outre, lapplication f ~— 'f est K-linéaire de
L, (E,F) dans Li (F*,E*). Le résultat suivant résume
les propriétés fonctionnelles de la transposition :

Théoréme 3 Si E, F, G sont des K-ev, f € Lk (E,F)
et g€ Lg(F,G) on a

1. tIdE‘:IdE* ;
2. "(gof)="fo"g;

3. Si f est un isomorphisme de E sur F', 'f est un iso-
morphisme de F* sur E*.

De plus, le noyau de ! f est reli¢ & I'image de f :

Théoréme 4 Si f € Ly (E,F), ker ('f) = (Imf)J‘.

2 Dualité en dimension finie

E est ici un K-ev de dimension finie n € N* -

2.1 Base duale d’une base de F

Soit U = (ui); <<, une base de E. Sii € [1,n] on a défini

| rz=xluy + ... + 2", — T

Théoréme 5 La famille U* = (u*i)1<i<n est une base de
E* et si ¢ € E*, la décomposition de ¢ dans la base U*
s'écrit o =Y i (@, up) u*t

Définition 5 La famille U* = (u*l)
duale de la base U.

1<i<n est la base

Corollaire 1 dimg (E*) = dimg (F) pour un K-ev E de
dimension finie.

La base duale est caractérisée par les relations suivantes :

Proposition 4 Soit U = (u;);<;<, une base de E. Si

(ei)1<i<n est une famille d’éléments de E* et si 0 (uj) =
85 quels que soient i, j € [1,n], (6")
de U.

1<i<n est la base duale

Remarque 2 Soit U = (u;);.;,, une base de E.

1. Les formes linéaires due E sont les applications
E — K
z=zlu; + ...+ 2™, — azt+...+a,z”

2. Siay, ..., ap € K et si l'on considére

) FE — K
Yol = Srrtu = ()= et
€ E* et p=aju* + ... + a,ut.

2.2 L’isomorphisme canonique F — E**
Er - K

e = a”(p)=¢p(a)
L’application linéaire canonique de E dans E** est

Sia € E, on a défini a** :

E — E**

Théoréme 6 v est un isomorphisme de K-ev et sild =
(U1, .oy Up) est une base de E, (uf*,...,ur*) est une base de

E* et c’est la base duale de U* = (u*l, ,u*")

Cela peut se schématiser ainsi :

Uy SN u*l — uir*
Up, — u*" — Uy
base U base duale base duale
U* deld de U*

On en déduit notamment que toute base de E* est la
base duale d’une base de F :

Théoréme 7 Si (01)1<i<n
une base U = (“i)lg_ig_n de E et une seule telle que
(Qi)1<i<n soit la base duale de U.

est une base de E*, il existe

U est parfois appelée la base “antiduale” de (Hi)1<i<n.

Détermination “pratique” de U

On fixe une base V = (vy,...,v,) dans E. On suppose que
pour j =1, ..., n on sait décomposer la forme linéaire v*/
dans la base (91)195” de E* : v* =371 alf'.

(V") 1<i<n est la base duale de V* = (v*)

; donc si

1<i<n’
w € E* = (E*)", la décomposition de w dans (v;*), ;...
sécrit w = Y1 (w,v*) v (1).
On applique cette formule & 0., (0.1, ...,0s,) étant la
base duale de (91)1§Z§n D0 =0 (Ouy, 0"y v (3).
Or v* = Z;'L:1 alf' donc : 0, (U*’) = oz§ et :

L n T, kKD : Y4 et . . —
Orj = Di—q @v*™™, ce qui s’écrit encore : g (u;) =

(S o) = 7 (S0 av).

Comme 75 est un isomorphisme, on en déduit :
n
u; = av;
j = Vi
i=1

2.3 Dimension de orthogonal

Grace au th. de la base incompléte, on peut en outre, en
dimension finie, préciser la dimension de I'orthogonal d’un
sev :

Théoréme 8 Soit E un K-ev de dimension finie n € N*,
Si F' est un sev de E,

dimg (F') = dimg (E) — dimg (F).

lde méme que, dans E, ¢ =271 (o ui) u*t,
2Sip e EX, =311 bl et Aj =045 ().



