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Intégrales de Wallis - formule de Stirling

On dé�nit, pour tout n 2 N, l�intégrale de Wallis d�indice n par :

Wn =

Z �
2

0

sinn t dt.

Partie I Résultats classiques

1. (a) Démontrer que pour tout n 2 N on a 0 < Wn+1 � Wn.

(b) En déduire que la suite (Wn) est convergente vers une limite ` � 0.

2. (a) Démontrer que si a 2 ]0; �
2
[,Wn � a sinn a+(�2�a). [Fractionner l�intervalle d�intégration.]

(b) En déduire que ` = limWn = 0.

3. Démontrer que pour tout n 2 N, Wn+2 =
n+1
n+2
Wn. [E¤ectuer une intégration par parties.]

4. En déduire

(a) lim Wn+1

Wn
= 1 ;

(b) pour tout p 2 N :

W2p =
(2p)!

22p(p!)2
� �
2
et W2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!
(première formule de Wallis)

Partie II Equivalent de Wn et deuxième formule de Wallis

On pose pour tout n 2 N� : Sn = nWnWn�1.

1. Calculer Sn+1 en fonction de Sn ; en déduire :

(a) la limite de (Sn) ;

(b) celle de (nW 2
n).

2. Démontrer que Wn �
p

�
2n
.

3. Utiliser le I.4. pour montrer que : � = lim
24p(p!)4

p:((2p)!)2
(deuxième formule de Wallis ; 1665 ).

Partie III Formule de Stirling

Il s�agit de prouver que :

n! �
�n
e

�np
2�n.

1. On démontre que n! a un équivalent de la forme �
�
n
e

�np
n.

On pose pour tout n 2 N� : un = n!

(ne )
np

n
; vn = lnun ; wn = vn+1 � vn.

(a) Démontrer que l�on peut écrire : wn = 1� (n+ 1
2
) ln(1 + 1

n
).

(b) En déduire que wn � � 1
12n2

. En déduire que la série
P
wn converge1.

(c) En déduire que (vn) est convergente, puis que (un) est convergente vers une limite � > 0.

2. Calcul de � : utiliser la deuxième formule de Wallis et le résultat du III.1.(c) pour déterminer �.

1Càd, que la suite (
Pn

k=1 wk) converge.


