pCsI 1 TD de maths

Intégrales de WarLis - formule de StirLING
On définit, pour tout n € N, I’intégrale de Wallis d’indice n par :
2
W, :/ sin™ ¢ dt.
0

Partie I Résultats classiques

1. (a) Démontrer que pour tout n € Non a 0 < W, < W,,.
(b) En déduire que la suite (V) est convergente vers une limite ¢ > 0.

2. (a) Démontrer quesia € 0, %[, W, < a sin" a+ (5 —a). [Fractionner I'intervalle d’intégration.]
(b) En déduire que ¢ = lim W,, = 0.

3. Démontrer que pour tout n € N, W,,,» = “E1W,. [Effectuer une intégration par parties.|

nt2' "M
4. En déduire
(a) lim WV’V;:l =1;
(b) pour tout p € N :
2p)! 22P (p!)? ‘ .
Wsyp = ——— - — et W- = > le de Wall
% ()2 2 et Wopi1 2p+ 1) (premiére formule de Wallis)

Partie II Fquivalent de W, et deuxiéme formule de Wallis
On pose pour tout n € N*: S, =nW, W, _;.

1. Calculer S, en fonction de S, ; en déduire :

(a) la limite de (S,,) ;
(b) celle de (n W2).

2. Démontrer que Wy, ~ /5~

2% (p!)*

W (deuziéme formule de Wallis ; 1665).
p-((2p)!

3. Utiliser le I.4. pour montrer que : 7 = lim

Partie III Formule de Stirling

Il s’agit de prouver que :

n! ~ <E> 2mn.
e

1. On démontre que n! a un équivalent de la forme \ (%)n Vn.

n!

On pose pour tout n € N* : u,, = s U, = Inwy, ; wy, = Up — Up.

(&)"vn
(a) Démontrer que I'on peut écrire : w, =1 — (n+ 3)In(1 4 1).
(b) En déduire que w,, ~ —5-5. En déduire que la série Y w,, converge'.

(c) En déduire que (v,) est convergente, puis que (u,) est convergente vers une limite \ > 0.

2. Calcul de A : utiliser la deuxiéme formule de Wallis et le résultat du III.1.(c) pour déterminer A.

1Cad, que la suite (3", _, wy) converge.



