pcCsI 1 TD de maths

Familles de polyndémes

Partie I Polynomes (interpolateurs) de LAGRANGE

Soient aq, ..., a, n réels distincts et by, ..., b, n réels.

1. On définit les polynomes élémentaires de LAGRANGE Ly, ..., L, par :

1

J#i
Que vaut L; (ag) 7 [On distinguera i = k de i # k.| Que vaut deg (L;) ?

2. On définit A = " b, L; : polynome interpolateur de LAGRANGE associé & (aq,...,a,) et
(b1, ..., by).

(a) Calculer A(ay), ..., A(ay,). Que peut-on dire de deg (A) 7
(b) Démontrer que A est 'unique polynéme P de R,,_; [X] tel que P (a;) =b;, 1 < i <mn.
3. Démontrer I’équivalence, pour P € R [X], entre :

(a) P(a;)=b;,1<i<n;
(b) I existe @ € R[X] tel que P = A+ Q [[i-, (X — ;).

Partie II Polynémes de CHEBYCHEV

1. Soit n € N*. Démontrer qu’il existe un unique polyndéme P, a coefficients réels tel que :

V8 e R, sin((2n+ 1)f) = P,(sinf).

Calculer P, et P;.
2. Calculer P,(0), P,(1), P,(—1). Comparer P, et P, (—X).
3. Démontrer que pour tout n € Non a: P,o = 2(1 —2X?) P,y — P,.
4. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, pour tout n € N.

5. Soit E, = {zx € [-1,1] | P,(z) = 0}. Démontrer que card(E,) = 2n + 1. On écrit
E,={a,| —n<k<n}ota,<a(n1)<...<a_1<ag<ay <...<ap1 < ap.

Calculer ay,.
6. On pose A,(X) =[]i__,,(X — a;). Exprimer P, a 'aide de A,.

7. Soit F,, ={x € | —1,1] | P.(z) = 0}. Démontrer que card(F},) = 2n. On écrit
Fo={bpy| —n<k<n}oub_, <b_ 1<...<by<by<b <...<bp1.

Calculer b;. Placer les by, par rapport aux ay.

8. Construire la courbe représentative de la restriction de Py a [ = [—1,1].



