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Laplacien

Partie I Laplacien “en polaires”

Le passage en coordonnées polaires dans le plan se traduit par ’application

RZ — R2
gO:
(5) = (r%sf)

1. Calculer la matrice jacobienne de ¢, ainsi que le jacobien J, (r,0).

2. Rappeler 'expression de la différentielle de ’application
g=fop:(r,0)— f(rcosf,rsinf) =g (r,0)
en fonction de df et dep.

3. En déduire
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(a) les expressions de 22 52 (r,0) et %’é (r,0) en fonction de r, 0 et des dérivées partielles de f en

(rcos@,rsinf).

(b) les expressions de %ﬂé (rcosf,rsinf) et %5 (r cos ), rsin ) en fonction de 7, 0 et des dérivées partielles

de g en (r,0). [Indication : on inversera le systéme précédent.]

(c) les valeurs de g;, g;, gg, gz (en (r,0)).

4. Quelle est I'inverse de la matrice jacobienne de ¢ 7 Quelle remarque peut-on faire 7

o%f 92f

9g

5. Calculer comme en 3.(b) 75, 5y et enfin Af en (rcos,rsinf). [Réponse : %a@ [ W} + %2%.]

Partie II Laplacien “en sphériques”

Le passage en coordonnées sphériques dans l’espace se traduit par
I’application
R} — R3

. 0 i
U(E) - (o)
14 T COS P
1. Calculer la matrice jacobienne de 1, ainsi que le jacobien
Jw (Ta 67 90)

2. Rappeler 'expression de la différentielle de I’application 2

= fot:(r,0,0)— f(rcosfsinp,rsinfsinp,rcosp)
en fonction de df et di.

3. En déduire

T M

(a) les expressions de 2 52 (r, 0, ), 2 2% (r,0,0) et (r, 0, ¢) en fonction de r, 6, et des dérivées partielles

de f en (rcosfsin p,rsin @ sin p, r cos p).
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(b) les expressions de %, 3y €t af en (rcos@sing,rsinfsin g, rcos ), en fonction de r, 0, ¢ et des
dérivées partielles de g en (1,0, ). [Indication : on résoudra élégamment le systéme précédent.]

(c) les valeurs des dérivées partielles de r, 6 et ¢ par rapport a z, y et z en (1,0, ).

4. Calculer comme en 3.(b) gi{, gz];, 22]20 et enfin A f en (r cos 0 sin ¢, 7 sin 6 sin @, r cos ).
; .1 9 |29 1 9 g Og
(Reponse s 3 4 |1 G2 | + iy G + s 95 [sin () 52
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