pCsI 1 TD de maths

Fonction de VAN DER WAERDEN

Partie I Définition de la fonction F' de VAN DER WAERDEN
On pose pour tout € R : fy(z) = 3 ((=1)P@) (22 — E(22) — 1) + ).
1. (a) En s’aidant d’une machine, représenter graphiquement la fonction fy et déterminer supy fo.

(b) Démontrer que fy est périodique et 1-lipschitzienne sur R.

2. On pose pour tout n € N : f,(z) = zln fo(12™z).

(a) Démontrer que f, est 12Ln—périodique et que supg f,, = #

(b) Démontrer que f,(x) est 6"-lipschitzienne sur R.

3. Soit € R. On note F,(z) = >, fi(z). Démontrer que la suite (F, ()), oy est convergente
dans R. On notera F'(x) sa limite.

Partie II Etude de la continuité de F
1. Démontrer que F}, est continue sur R pour tout n € N.
2. Démontrer que pour tout z € R, 0 < F(z) — F,,(z) < 57
3. Soit € > 0. OnﬁxeNeNtelqueQN%<§
(a) Démontrer que si z, y € R, |F(z) — F(y)| < £ + |Fn(x) — Fn(y)|-

(b) En déduire que : F' est continue sur R.

Partie III Etude de la dérivabilité de F
Soit a € R. Soient §, p € RY.

1. Justifier qu’il existe m € N tel que 6™ 2 > p et 12—,” < 9.

k41
212m 12m < a < gigm-

pour 7 = 1, 2, 3, 4. Remarquer que r; < x5 < a < r3 < 4.

2. Justifier qu’il existe k € Z tel que

k+i—2
On pose z; = 555

3. Démontrer que si j > m, f;j(z;) =0 pour i =1, 2, 3, 4. En déduire que F(ml) =m0 fil@i).

4. Démontrer que |f,,(x3) — fin(x2)| = 6™ |23 — 2| €t |frn(z4) — fin(z1)] =

5. (
(

a) En utilisant 1.2.(b), démontrer que }Zn "o fa(@) = fulzy)| < GW\:UZ x|

b) En déduire que |F(z3) — F(x2)| > u(xs — x2) et |F(xy) — F(x1)| > p(xy — x1).
)
)

(¢) Démontrer que F(x3) — F(xs) et F(x4) — F(x1) sont de signes contraires.
6. (a) En utilisant I'égalite £eal=F) — o—wy PPl 4 za—e  F@a)Fla) © gemontrer que
T4—T1 T4—T1 a—1x1 T4—T1 T4—a
F(a) - F F - F
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(b) En opérant de méme pour x5 et x3 démontrer que le rapport W n’admet pas de limite
(finie ou infinie) quand = — a. En particulier : F' n'est dérivable en aucun point de R.

(¢) A quoi peut bien ressembler la représentation graphique de F' 7
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