PCSI 1 TD de maths

Complément sur les champs de vecteurs

Partie I Deux familles de courbes associées a un champ de gradients

Dans cette partie V est un champ continu sur I'ouvert  de R™ dérivant du potentiel scalaire ) 1.

1. Lignes de champ.
On considére un arc C! v dans Q. On se place au voisinage d’un point Mg =  (tg).

(a) Exprimer la dérivée en tg de fovy : (fon) (to).
(b) Démontrer que |(fo~)' (to)| est maximale ssi 7' (to) est colinéaire a gradf (My) (préciser en fonc-

tion du sens).

L’arc v est une ligne de champ de V si cette condition est vérifice pour tout My de son image. Que
signifie ceci lorsque n =3 et z = f (x,y) 7 (ligne de plus grande pente)

2. Equipotentielles.
On envisage maintenant une équipotentielle de V', cad un arc v (C!) tel que f (v (t)) = A = c* (indépen-
dante de t).

—_—
Montrer qu’en tout point My = «y (tg) de Im (7), le vecteur tangent 5 (t9) est orthogonal & gradf (Mp).
Ainsi, les lignes de champ et les équipotentielles sont des trajectoires orthogonales.
Partie II Etude locale d’un champ

V est ici un champ C! quelconque sur I'ouvert 2 de R™. Soit My un point de £2. On note ¢ = av (Mp) la
différentielle de V' en My, et J = jacy, (V') la matrice jacobienne de V' en Mg. On a donc J = mat (¢ ; £)
(€ = (é1,...,€,) étant la base canonique de R™).

1. Rappeler 'expression de la décomposition unique J = S + A, S symétrique, A antisymétrique.
On associe & cette décomposition matricielle la décomposition ¢ = ¢, + ¢, ou S = mat (¢, ; &),
A =mat (¢, ; E).

2. Etude de op,.
On note S = (s;;) On définit la “forme quadratique'” ¢ par : si & = (:):1, ,:Jc”) e R",

q(%) = Zij sija'a’.

(a) Pourquoi la fonction g est-elle C! sur R™ ?

1<i,j<n’

= - 13 (= n
(b) Veérifier que ¢, (%) = 5gradq (%) pour tout = € R™.

3. Etude de o, lorsque n = 3.
On suppose désormais que n = 3. On note A = (aiyj)1gi,jg3'
(a) On pose W = a32€1+a13€2+a21€3 = (as2,a1,3,a2,1). Vérifier que pour tout & € R3, o, () = WAT

et que W est I'unique vecteur ayant cette propriété.
(b) Quelle relation de colinéarité treés simple existe-t-il entre w et rotV (Mp) ?

(c) Interprétation cinématique du rotationnel.
On considére dans cette question que V est le champ des vitesses d’un solide en rotation autour
de Oz. On utilise les coordonnées cylindriques et on note M = O + roi (0) + zOE, ro et zo étant
constants et @ seul étant fonction (C!) de t.

Veérifier que V (M (t)) = 48 (t) = @ A OM (t) pour un vecteur @ que 'on précisera.

4. Déduire des questions précédentes et du DL a Pordre 1 de V(M + k) la décomposition (& &(||k||) pres)
de V(Mp + h) — V (My) ainsi que son interprétation géométrique.

Voir cours de spé.



