PCSI - exercices de mathématiques

Calculs de primitives

Exercice 1 Fonctions rationnelles

Calculer les primitives des fonctions rationnelles
x +— F(z) (de R dans R) suivantes :

1.

2.

10.

F(2) = formTs

F(z) = 7% ;

F(z) = et

F(z) = %2 ;

F(o) = =Sy

F(z) = 5553 ;

Fo) = Gy

F(z) = Grarep 5

F(z) = m (0 € R\7Z) ;
F(z) = (w2*2$COSa+1)1(w272mcosﬂ+1)

(o, B € R\7Z et cosa # cos f5) ;

Exercice 2 Fonctions rationnelles en sin, cos, sh et ch

Calculer les primitives suivantes (en précisant les inter-
valles de calcul).

1.

2.

10.
11.
12.

13.

sin® x T -
14+cosx )

f cos T
cos 3x

dz .
cos3x !

F,(z) =

dz .
1+4sinx ?

IW}FW(G,bERGth#O);

ch(3x)
1+shzx d

[ st 1 Gale) = [ oy 5

3

f dzx
: ch3 z+sh3 z )

f 1+th3x )
[sin*zda ;

Jtan"zdx (n=2p;n=2p+1;peN).

sin x .
1+4cos? ¢ dz ’

1
f 4—5sinx d .

Exercice 3 Fonctions rationnelles en x et

n /[ axr+b
cx+d

Méme exercice.

1.

Do

w

ot

e

\]

oo

J(z+1) %dx;
Ry z+1 T
S

.fivl;f’:gdz;

o[ Vad — 622 dw ;

f T+a:+2 o d.’E

f :v+1

'f\/asf+w3dz

Exercice 4 Fonctions rationnelles en x et Vax? +bx + ¢

Méme exercice.

1.

2.

I

ot

1
f 1—2242V1—22 dz

f x4l
Vv —4x?+4x+1
f(x+1)\/Wd

f r\/m2+z+l ;

dz .
' fx+\/m’
6.

dz
f 24/1+z+/3—=x"

Exercice 5 Primitives “non classiques”

Calculer les primitives suivantes (en précisant les inter-
valles de calcul). Il sera nécessaire de les transformer (par
IPP ou CV) pour se ramener aux primitives classiques.

1.
2.

w

- S BN

. [arctan

[arctanz dz ;

[ zarctan? z dx ;

x+1 .
3 dz ;

_p2 N
[ Y22 arcsinz da ;

. [2?In|z|dz ;
) f:clnzxdac;

. [z?arctanz dx ;



8. [e” sin® zdz ;

9. [(2*+1)coszdx ;

10. [zcos®zdz ;

11. [e*(zcosz —sinz)dx ;

12. [ de [poser o = u];

13. [ m(agf+b) ;

14. fch?’xdx ;

(z*41) dz .
15. f (z—1)(x—2)(z—3)

16. f(m? 1) 2+4)201 ;
17. [ @ 2+1)3 dz [Poser z = tant] ;

18. dz [Poser x 4+ 1 = tant] ;

dx
f (x24+2x+2)

dzx — 17.
19. fiw\/wi—l) [Poser = = 7] ;

20. [Poser 1+ 2 =1];

J (H—T)\/l—i-i2

21. f\/rdx [Poser e* = u] ;

2. J sy

23. f%[Poseru:m];

24.

j‘ dz
\4/ 1+z%"°
Exercice 6

Soient a € R et I,, = [[(Int)™ dt pour tout n € N.
Etablir une relation de récurrence entre I,, 1 et I, et en
déduire la valeur de I,,.

Exercice 7

Pour o € R et n € N on pose I,( fo (f‘*+1)"'

1. Déterminer une relation de récurrence entre I, (z) et
In+1(33).

2. Calculer I (z) puis Ix(x) et I3(z) pour a = 3.
Exercice 8
Calculer [t cost sint cht shtdt.

Exercice 9

Calculer I(z) = [ it — lntﬁf(lnt) .

Exercice 10

On fixe 8 dans R\7Z.

1. Calculer [ tz_%%ﬁ (sur R puisque
t?2 —2tcosf + 1 > 0 pour tout ¢ € R).

2. Déterminer arctan Zlor?g suivant les valeurs de 0 €

R~7Z. [On se placera sur les différents intervalles
Iy = Jkm,(k+ 1)w[ou k € Z.]

3. Calculer, suivant la valeur de 8 € R\7Z, I’ “intégrale
généralisée”

/+OO dt
o t2—2tcosf+1

(A o4
a—+oo Jy 12— 2tcosf+ 17"

Exercice 11
Soit f, la fonction définie sur [0,1] pour n > 2 par :

si x € [0,

al
n
sizelil

]

1. Démontrer que f, est continue sur [0,1] et calculer
1
Up = fo fo(z)dz

2. Démontrer que si x € [0, 1], (f,(z)) converge vers une
limite f(x) ot f est une fonction continue sur [0, 1].

fn(x) = { ﬁ]liz

xzlnn

3. Comparer lim u, et fol f(z)dz. Quelle remarque

peut-on faire ?



