PCSI - exercices de mathématiques

Intégrale de Riemann

Fonctions intégrables
Exercice 1

Dans cet exercice, on demande d’utiliser le résultat sui-
vant du cours sur l'intégrale, et seulement celui-1a :

Si f:[a,b] — R est continue et si 'on définit pour tout
n € N* la fonction en escalier e,, dont une subdivision
associée est d,, = (Zni)o<i<n OU Tpn; = a + ib_Ta par :

en(t) = f(zn,;) pour tout t €]z, ;, Tpit1]
(pour tout i € [0,n — 1])
en(t) = f(t)site€{Tnos e Tnn}

on a: f[a’b} f=lmlI(ey).

1. Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — R ;
t — f(t) = et. Calculer f[a o

2. Si p € N* on pose pour tout n € N* :
n
op(n) =D kP =17 42 + .. +nP.
k=1
(a) Démontrer que pour tout p > 2 on a, pour tout

n € N*:

(n+1)PH = n)+n+1.

+Z p+1 O’k

[On développera (i + 1)P™! pour i = 1, ..., n.]
Calculer o1(n), o2(n), oz(n).

(p+1) ap

(b) En déduire que pour tout p € N* on a :
lim op(m) _ 1
n— o0 np+1 p+1'

(c) Soit p € N* et soit b € R% . On définit
fp [0, 8] = R ; tP. Calculer f[o, o) fo-

Exercice 2 Une fonction non intégrable
Soient a,b € R tels que a < b.
Soit f: [a,b] — R
_ 0siteQnla,b]
b= f(t)_{lsitE(R\Q)ﬁ[a,b}.

1. Donner un minorant de I(¢)—¢) si o, ¥ € Esc([a, b], R)
et o < f <.

2. La fonction f est-elle intégrable sur [a,b] ?
Exercice 3 Lemme de LEBESGUE

Soient a,b € R tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R une application intégrable sur [a, b].

Pour tout réel A on pose :

p(\) = ()™ dt,
[a,0]

v(A) = f(t) cos At dt,
[a,0]

oA = f(t) sin At dt.
[a,0]

1. On suppose que f est en escalier sur [a,b]. Démontrer
que ¢(A) admet pour limite 0 quand A — 400 et quand
A — —00.
[Commencer par le cas d’une fonction constante, puis
utiliser une subdivision associée a f en escalier.]

2. On suppose maintenant f intégrable sur [a,b]. En
utilisant la définition d’une fonction intégrable, dé-
montrer que () admet pour limite 0 quand A — 400
et quand A — —oo.

3. En déduire que v(A) et 6(A) admettent pour limite 0
quand A — +o00 et quand A — —oo0.

Sommes de Riemann

Exercice 4 sommes de RIEMANN

A l’aide des sommes de RIEMANN, calculer les limites des
suites (u,) définies par :

Zk 0 n+k ;

= nZk 0 n2+k2 ;
Zk 0 \/W 74w % V1zr (n+ k).
Exercice 5

1. Décomposer X2" — 1 en produit de facteurs premiers
dans R[X] (n € N*).

2. Soit a € R tel que |af # 1.

(a) Démontrer que t — p(t) = a? — 2acost + 1 est
continue sur [0,7] et que : V¢t € [0, 7], p(¢) > 0.
Alors ¢t — Ing(t) est continue sur [0, 7] donc on
peut poser : J, = f[O,‘n’] In(a? — 2acost + 1) dt.

(b) A laide des sommes de RIEMANN, calculer J,.
[On fera apparaitre a®® — 1, que 1'on exprimera
a ’aide du 1., et on distinguera les cas |a| < 1 et
|| > 1.]



Exercice 6 vitesse de C'V des sommes de RIEMANN

Soient a, b € R tels que a < b et soit f : [a,
intégrable sur [a,b).
b _ —1 _
On pose : R, = [ f— 225070 fla+k=2). Ona
donc : lim,,—,oc R, = 0 (sommes de RIEMANN).
Démontrer que :

b — R

1. Si frsur[a,b],0< R, <22 (f(b) — f(a)).
2. Si f est M-lipschitzienne sur [a,b] (M € Ry),
Ry < MG

2n

3. Si f est de classe C! sur [a, b],
limp—oo(n Rn) = 252 (f(b) = f(a)).

4. Si f est de classe C? bur [a,b], il existe o, B € R tels
que R, = & +0( )[n%oo]
[Indication : On posera F(x f f pour tout = €

1
[a,b]. On pourra alors écrire que R,, = >, _y Ry i OU

T k+1
Rox = /’ F o f )

Tk

F(xn,k‘Jrl) - F(xn,k‘) - bT (T, k)

sizp; =a+ z'b_T“, ou encore

z%kéuﬂkﬂw

n.k

. b—
puisque T gy1 — Tnp = 50

Majoration d’intégrales
Exercice 7

Soient b € R, b > 0 et f € Int([0,d],R

f()
0 T4t @

). Sin € N on pose

n =

Etudier la limite de la suite (uy,).
[On majorera |u,| en utilisant le fait que f est bornée.]

Exercice 8

Si n € N* on pose I,, = f;%dx
pas a “calculer” I,,).

. (On ne cherchera

1. Démontrer que lim, ., I,, = 0.

[Indication : a est donc la limite éventuelle de n I,.
On partira de cette derniére quantité dans laquelle on

effectuera une IPP judicieuse.]

2. Déterminer un réel a > 0 tel que : I,, ~ 2.
n

Exercice 9

Si f:[0,1] — R est continue on pose

un(f) = n/o £ Ft) dt.

1. Déterminer lim,, o u,(f) dans les cas suivants :

2. En déduire la valeur de lim,, o u,(f) :

(a) lorsque f(1) =
[On combinera la définition de la continuité de f
avec un fractionnement judicieux de l'intervalle
d’intégration] ;

(b) dans le cas général.
[On utilisera la linéarité de l'intégrale et la rela-

tion : f(z)=f(1)+ (f(z) — f(1)).]

3. Lorsque f est de classe C! sur [a,b], retrouver plus
simplement ce résultat a I'aide d’une IPP.

Exercice 10 La constante v d’EULER.

A. I est un intervalle de R ; f : I — R est deux fois
dérivable sur I, a, b€ I et a # b.

1. On définit A par :

/f? 1= )+ ) + A~ a)®
Pour tout = € I on pose :
L (f(a)+f (@) - A(z—a)®.

Calculer ¢'(x) et ¢ (z) pour tout = € I.

2. Démontrer qu'il existe ¢ € ]a,b] tel que :

/b f(t) 4 — f”(c)

12
B. Pour tout n € N on pose :

Uy = (Z }ﬂ) —Inn.
k=1

1. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.

(a) Déduire du A. que si p € N* :

1 <1 1+ !
—In | -+—].
P 2\p p+1

(b) Démontrer que u, >

(@) + f0) = L2 (b — ).

In(p+1)

% pour tout n € N*.
(¢) En déduire que la suite (u,) est convergente
dans R. On pose v = limu, (}).

2. Si z € R on note E(z) la partie entiére de z. On
deéfinit Iapplication h de [0,1] dans R par :

0 sit=20
h(t) = { 1—E(}) site ]o,1].
(a) Démontrer que h est intégrable sur [0, 1].
(b) Calculer fo t)dt & laide de .

!Le nombre « est la “constante d’EULER”, et vaut environ
0,577215664 901532860606 512... Apres plus de deux siécles de
recherches, on ne sait toujours pas si v appartient & Q on & R\ Q...



Exercice 11 L’irrationalité de w

1. Soient m € N et P € R[X] tel que : degP < m.
Démontrer qu’il existe des nombres rq, ..., i, So, .-
Sm appartenant a {—1,0,1} tels que :

/ Psintdt =Y [rPO(x) + 5, PO(0)]
0 i=0

[On pourra effectuer une IPPG.]

2. Soient a, b € N*. Si n € N on pose
1 " .
Ppy=—X"(bX —a)" et I, = / P, (t)sintdt.
n! 0

(a) Constater que t — t(bt — a) est bornée sur [0, 7],
et en déduire que : lim,_,., I,, = 0.

(b) Démontrer que pour tout n € N, p (0) € Z et
PT(:)(%) € Z pour tout ¢ € N. [Commencer par
pi (0) et utiliser TAYLOR-polynomes.|

(c) On suppose que : m = 7. Démontrer que pour
toutneN, I, e Zet: I, #0.

(d) Conclure que : 7 ¢ Q.
. S b
Exercice 12 cas d’égalité dans ‘fa f’ < f[a . |f]
Soient a, b € R, a < b.
1. Trouver une CNS sur fla,b] — R continue pour que :
b b
I f] = s

2. (a) Solent z,y € Ret § € R. Démontrer que x cos 6+
ysinf < \/x2 4+ y? avec égalité ssi il existe un
réel A > 0 tel que () = A (539).

sin 6

(b) Trouver une CNSsur f : [a,b] — C continue pour
f; f’ = f; |f]. [On introduira un argument

que:

0 du complexe I = f;’f et on écrira |I| = Te 1]
Exercice 13 ( “justification” de la notation ||| )

Soient a, b € R, a < b. Soit f : [a,b] — R continue et
positive sur [a,b]. Sip € Net p > 1 on pose :

up:</abfp(t)dt>;.

Démontrer que : lim, .o up = || ] .-

[On encadrera u,. Pour le minorer, on utilisera ¢ € [a, b]
tel que f (c) = || f||, et on appliquera la continuité de f en
¢ pour minorer f par [|f| . —e sur Jc—a,c+al. ]
IL.p.p., changements de variables
Exercice 14 Intégrations par parties

Calculer les intégrales suivantes :

1. [ arctantdt (z € R) ;

2. [y arcsintdt (z € |—1,1]) ;
3. Fy(z) = [In"tdt (n€N, z € ]0,400]) ;
-

4. fOT CO:Qtdt (.’IJE ]_ %’

(]

Exercice 15

Sin € N on pose

T, (z) :/0 tan” ¢ d¢

pour tout z € | — 5, T[.
1. Calculer Ty(z), Ti(z), Ta(x).

2. Trouver une relation de récurrence entre T, 12(z) et

T, (x) (n € N) [effectuer une IPP].
3. En déduire T, (x) et Thpt1(x) pour tout p € N.
Exercice 16

Sin € N* on pose pour tout réel z :

v 1
1. Calculer A4 (x).

2. Trouver une relation de récurrence entre A,(x) et
An+1($).
[Faire une intégration par parties dans A, (x).]

3. Calculer A, (z) pour n =1, 2, 3, 4.
Exercice 17

Soit f : [0,a] — R une application continue sur [0, a] (ou
a €R, a>0).

Si h € ]0,a] on pose : ¢(h) = foh #f(t) dt.

Déterminer limy, g+ ¢(h).

[On traitera le cas f = ¢, puis on transformera ¢ (h)
par changement de variable pour “deviner” le résultat et
on conclura par linéarité de I'intégrale, cf. ex. 9.]

Exercice 18

1. Soit f:[0,1] — R continue.
Déterminer lim,, o (fol flzm) d:c).
[On effectuera le changement de variable “évident”
aprés l'avoir soigneusement justifié.]

2. Sin € N on pose : u, = fol H‘T_—de Déterminer un
réel a tel que : u, = 2 +o0(1) [n — od].
[On montrera limu,, = 0 grace au 1. et on calculera
a =lim (nu,) a 'aide d’une IPP judicieuse (c¢f. ex. 8)
et a nouveau du 1.]

Exercice 19

Soit F I’ensemble des applications f de [a,b] dans R (ou
a < b) continues sur [a, b] et qui ne s’annulent pas sur [a, b].

Si f € F on pose ¢(f) = (f:f(t)dt) (fabﬁdt)

Déterminer le minimum de ¢(f) lorsque f décrit F, et
déterminer les fonctions f pour lesquelles ce minimum est
atteint.

[On utilisera l'inégalité de SCHWARZ.]



