
pcsi - exercices de mathématiques

Fonctions usuelles

1 Fonctions exp et ln

Exercice 1

Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine
de dé�nition et l�ensemble des points où elle est dérivable ;
calculer la dérivée.

1. f(x) = ln(ln(lnx)) ;

2. f(x) = ln(ln x)
x ;

3. f(x) = loga(x
3 � 2x2 + 1) (a 2 R�+nf1g) ;

4. f(x) = x lnx� x ;

5. f(x) = arctan(lnx) ;

6. f(x) = ln
p
1+x2�

p
1�x2p

1+x2+
p
1�x2 ;

7. f(x) =
�

1
1+x2

�1+x
;

8. f(x) = (x� 1) 1
x�2 .

Exercice 2

On détermine dans cet exercice les couples (p; q) d�entiers
naturels distincts tels que

pq = qp. (1)

Pour cela

1. Mettre la condition (1) sous la forme f (p) = f (q) où
f est une fonction que l�on précisera.

2. Étudier la fonction f pour déterminer dans quelle ré-
gion de son domaine peut être réalisée la condition
f (x) = f (y).

3. Conclure en tenant compte du fait que x, y 2 N.

Exercice 3

Démontrer que log10 2 n�est pas un nombre rationnel, càd
n�est pas le quotient pq de deux entiers non nuls. Pour cela,
on pourra raisonner par l�absurde en supposant que c�est
le cas et en faisant apparaître une contradiction.
N.B. On peut déduire de cette propriété un fait sur-
prenant : pour tout nombre entier N , il existe une puis-
sance de 2 dont les premiers chi¤res sont exactement ceux
de N .

Exercice 4

Résoudre les équations suivantes :

(a) x
p
x =

p
x
x ;

(b) 2x
3

= 3x
2

;

(c) loga (x) = logx (a) ;

(d) log3 (x)� log2 (x) = 1.

2 Fonctions circulaires

Exercice 5

Exprimer

� cos 5x et cos 6x comme polynômes en cosx ;

� sin 7x comme polynôme en sinx ;

� sin 6x comme polynôme en sinx et cosx:

Exercice 6

Linéariser

� cos5 x ; cos6 x ; cos7 x ;

� sin5 x ; sin6 x ; sin7 x:

Exercice 7

Soient x 2 R et n 2 N�. On pose :

Pn(x) = cos
x

2
cos

x

4
::: cos

x

2n
=

nY
k=1

cos
x

2k
.

Démontrer que si sin x
2n 6= 0 :

Pn(x) =
sinx

2n
� 1

sin x
2n
.

Exercice 8

Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine
de dé�nition et l�ensemble des points où elle est dérivable ;
calculer la dérivée.

1. f(x) = x arcsinx+
p
1� x2 ;

2. f(x) = tan(arctanx) ;

3. f(x) = arcsin(2x
p
1� x2) ;

4. f(x) = arctan
q

1�x
1+x .

Exercice 9

Etudier et représenter graphiquement les fonctions
suivantes :

1. f(x) = arccos 1�x
2

1+x2 ;

2. f(x) = 2 arctan
q

1�x
1+x + arcsinx ;

3. f (x) = arcsin 2
p
x

1+x ;

4. f(x) = (x� 1)2 arctanx.

1



Exercice 10

Démontrer que pour tout x 2 R�,

arctanx+ arctan
1

x
=

�
�
2 si x > 0 ;

��
2 si x < 0 ;

1. par un calcul de trigonométrie ;

2. en utilisant une dérivation.

Exercice 11

1. Démontrer que pour tous x, y 2 R, xy 6= 1,

arctanx+ arctan y = arctan
x+ y

1� xy +K�

où

K =

8<: 0 si xy < 1 ;
1 si xy > 1, x > 0, y > 0 ;

�1 si xy > 1, x < 0, y < 0.

2. Démontrer que si x 2 R, jxj < tan �
2N où N est le

coe¢ cient de arctanx dans le premier membre :

(a) 2 arctanx = arctan
2x

1� x2 ;

(b) 3 arctanx = arctan
3x� x3
1� 3x2 ;

(c) 4 arctanx = arctan
4x� 4x3

1� 6x2 + x4 ;

(d) 5 arctanx = arctan
5x� 10x3 + x5
1� 10x2 + 5x4 ;

(e) 6 arctanx = arctan
6x� 20x3 + 6x5

1� 15x2 + 15x4 � x6 .

3. Véri�er les formules suivantes :

(a) �
4 = arctan

1
2 + arctan

1
3

(Hutton 1776) ;

(b) �
4 = arctan

1
2 + arctan

1
5 + arctan

1
8

(Strassnitzky 1840) ;

(c) �
4 = 4arctan

1
5 � arctan

1
239

(Machin 1706) ;

(d) �
4 = 6arctan

1
8 + 2arctan

1
57 + arctan

1
239

(Störmer 1896) ;

(e) �
4 = 5arctan

1
7 + 2arctan

3
79

(Euler 1775).

3 Fonctions hyperboliques

Exercice 12

Soient a, h 2 R. On considère les sommes

An =

nX
k=0

ch (a+ kh) et Bn =
nX
k=0

sh (a+ kh) .

Calculer An et Bn en s�inspirant de la méthode utilisée
dans le cas circulaire (fonction sin et cos).

Exercice 13

Démontrer de deux façons que pour tout x 2 R :

argshx = ln
�
x+

p
1 + x2

�
:

1. en posant y = argshx et en calculant sh y, ch y puis
ey = ch y + sh y ;

2. par un calcul de dérivation.

Exercice 14

Démontrer de deux façons que pour tout x 2 [1;+1[ :

argchx = ln
�
x+

p
x2 � 1

�
:

1. en posant y = argchx et en calculant ch y, sh y puis
ey = ch y + sh y ;

2. par un calcul de dérivation.

Exercice 15

Démontrer de deux façons que pour tout x 2 ]� 1; 1[ :

argthx =
1

2
ln

�
1 + x

1� x

�
:

1. en posant y = argthx et en calculant ey ;

2. par un calcul de dérivation.

Exercice 16

Le gudermannien d�un réel x � 0 est dé�ni par :

Gdx = arctan (shx)

1. Démontrer que Gdx = arccos
�

1
ch x

�
par un calcul

direct.

2. Retrouver ce résultat par un calcul de dérivée.

3. Tracer la courbe représentative de Gd :

4. Des deux formules pour Gdx; laquelle est la plus
appropriée à un prolongement à R ?
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