PCSI - exercices de mathématiques

Fonctions numériques

1 Fonctions particuliéres
Exercice 1

Soient A une partie de R et f, g deux fonctions de A
dans R.

1. Démontrer que si f et g sont majorées, f + g est
majorée et : sup(f + g) < sup(f) + sup(g).

2. Donner un exemple ot 'inégalité du 1. est stricte.

3. Démontrer que si f est majorée et g bornée,
sup(f + g) > sup(f) + inf(g).

Exercice 2
Soit f :]0,1] — [0,1] une application croissante.

Démontrer que f admet un point fixe.
[Indication : on montrera que

m =sup({z € [0,1] | f(z) > z})
est bien défini et est point fixe de f.]
Exercice 3

Soit f une fonction de période T' et soit 7" € R*.

zT
TI

1. Démontrer que g : x — f(%;) est périodique, de péri-

ode T".

2. Démontrer que si T est la période fondamentale de f,
T’ est la période fondamentale de g.

Exercice 4

Etudier les fonctions suivantes :

Exercice 5

Soient f, g deux fonctions définies sur un intervalle I.
sup(f,g) : @ — sup(f(z),g(x))

inf(f,g): = — inf(f(z),9(z))

f+ = Sup(fa 0)

f~ = —inf(f,0) = sup(—f,0).

1. Démontrer que f = f* — f~ |fl=f"+ f,
=3+, fm =501 -0

On note :

En particulier :

2. Démontrer que f est continue en xg € I ssi deux des
trois fonctions |f|, f*, f~ sont continues en zy (la
troisiéme 1’étant alors également).

3. Démontrer que sup(f,g) = 2(f+g+|f—gl) et
inf(f.9) =5 (f+9—1f —gl)-
En déduire que si f et g sont continues en xq il en est
de méme des deux fonctions sup(f, g) et inf(f,g). La
réciproque est-elle vraie ?

2 Limites et continuité
Exercice 6

Soient a, b € R%. Calculer :
limy o ZE(2), lim, o+ 2E(Z), lim,_o- 2E(%).

Exercice 7

Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0.
f(2z)—f(x)
x

On suppose que: lim, o f(z) = 0 = lim,_o
0.

1. On pose ¢(z) = 7f(2x);f($)
n € N*on a :

z)  f(g= 1z
M:Q"'ka@(ﬁ)

T x
k=1

. Démontrer que pour tout

2. En déduire que: lim, .o f(;’) =0.
[Indication on pourra majorer séparément les
deux termes (en valeur absolue) en remarquant que

1
p1 2% < L]

Exercice 8
Soit f: R — R.

1. Démontrer que si f est continue en g € R et paire ou
impaire, —f est également continue en zg.

2. Démontrer que si f est continue en zg et périodique de
période T', f est continue en xg+ nT pour tout n € Z.

Exercice 9
Soit f définie sur R par :
f(0)=0
fl@)=1—zBE(L)siz#0.
Etudier la continuité de f.

Exercice 10

Soit f une application continue de [0, 1] dans [0, 1].
Démontrer que f a un point fixe.



Exercice 11

R—R;
r—1sizeQ
x—0siz¢Q

Soit xq :

1. Démontrer (par exemple a I'aide de suites) que Xxg
n’est continue en aucun point de R.

2. On considére f : R — R; 2 — x xg(z). Etudier la
continuité de f.

Exercice 12

Soit f une fonction continue sur R.
Démontrer que si f admet des limites finies en +oo et
—00, f est bornée sur R.

Exercice 13

Soit f une fonction périodique.
Démontrer que si f admet une limite [ en 400 (ou —00),
f est constante.

Exercice 14

Démontrer que I’ensemble des fonctions continues de R
dans R telles que pour tous z, y € R :

flx+y) = f(z)+ f(y)

est égal & 'ensemble des homothéties de R.

[Indication : on montrera qu’une telle fonction vérifie
f(0) =0 et f(px) = pf(x) pour p € N, puis p € Z, puis
p € Q. On conclura a I'aide de la densité de Q.

Exercice 15

Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue telle que
£(0) = f(1) = 0 et pour tous z, y € [0,1] :

uu»:f@wﬂn:f(mgy):a

Démontrer que f est la fonction nulle.

[Indication on montrera que Vn € N, Vp €
[0,2"], f(g%) = 0 et on pensera a l’approximation
dyadique d’un nombre réel.]

Exercice 16

Soit E l'ensemble des fonctions continues sur R telles
que pour tous z, y € R :

f<x+y):fu»+ﬂw_

2 2
1. Démontrer que E est un sev de C (R, R).

2. Démontrer que si f € E s’annule en deux points dis-
tincts, f = 0. (¢f. ex.15.)

3. Démontrer que E contient les fonctions affines = —
ar+boua,beR.

4. En déduire que F est exactement ’ensemble des fonc-
tions affines.

Exercice 17

Soit f : R — R une fonction continue vérifiant, pour tout
zeR:

1. Démontrer que: Va > 0, Vn € N*| f(a) = f (az%> (ou
ar = 2/a).
2. En déduire que f est constante sur R.

Exercice 18

Un marcheur parcourt 12km en 1h.
Démontrer qu’il existe une demi-heure pendant laquelle
il parcourt 6km.

Exercice 19

Soit f la fonction de R dans R définie par :
flz)=0size R\ Q
flx)= ﬁ siz =L € Qi (irréductible)

1. Démontrer que pour tout a € R} on a:
lim, .+ f(z) =lim,_,,- f(z) =0.
[Indication : Pour € > 0 considérer ensemble A, =
{z € RY | f(z) > €} et montrer que cet ensemble est

2. En déduire que f est continue en tout point irrationnel
et discontinue en tout point rationnel.!

3. Que devient ce résultat si (avec les mémes notations
qu’au début) on pose f(g) = % ?
Exercice 20

. R —R

Soit [ : ' x o xt 423 + 622 + 4a.

Soit f, la restriction de f a ] — 0o, a[ pour tout a € R.
Soit X D’ensemble des réels a tels que f, soit injective.

1. Démontrer que X admet une borne supérieure o que
I’on calculera.

2. Déterminer 'image de f, et préciser son application
réciproque.
Exercice 21 (“limite de limite”)

n

= li .
On pose f(z) Jm

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Donner une expression explicite de f.

3. Etudier la continuité de f. Quel commentaire peut-on
faire ? En particulier, a-t-on

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)

r—a n—0oo n—oo r—a

pour tout a € R ?

1On peut montrer que I’inverse n’est pas possible, cad : il n’existe
aucune fonction continue en tout rationnel et discontinue en tout
irrationnel.



3 Equivalents et développements
limités
Exercice 22

Limite quand z — 0 de :

In cos ax

. beR*);
In cos bz (a,b € RY) 5
2. (Zx:la (a>0,a#1);
3. (cosm)cota““"‘”2 ;

< z _q
4. 7(b12:)_ l (x —07);
5. ( ..’L‘ )m—sin:c :

sinz

(a+z)"T" —qo

@t o —as (a > 0).

Exercice 23
Limite quand = — (5)" et /ou z — (5)” de :

1. cosx x eT=wmz ;
2. (1— e(‘rotana:)ﬂf%; :
3. (sinz — 1)etan® .
4 (tan2)™"
Exercice 24

Limite quand z — +oco de :

1. (x+a)1+% .

2. (cos2)” (a#0);

3. shvaZ+z—shva?—z;
hz-1)

chz '’

5. 2 —x?In(1

+1)5
6. VInshx — ¥/x ;

[(%)w — 1} Inz.

Exercice 25

=

Effectuer le DL au voisinage de 0, & l'ordre n indiqué,
de la fonction suivante (le résultat est donné entre crochets
pour vérification) :

L (n=5)[1+% + Za* + o(a”)] ;

cosx

2. 2 (n="5) [1+ % + 5Lzt + o(a”)] ;

sinx

3. D) (= 4) [z —

%3:2 + 16—1553 — %:ﬁl +o(z*)] ;

4. tan?z (n="7) [2? + 22t + L% + o(2")] ;

1+thx
5. 1—thx (

=4) [1+ 2z +2z% + 223 + 2% + o(z?)] ;
6. In 2 (n = 5) [—%—%+o(a:5)] :

7. InEeans (n = 7) [ 2 4 Bt - 2546 4 o(aT)]

8. e"S* (n.=6) [1 +a” + §2* + 735a° + o(z0)] ;

9. (L+2)" (n=5) [L+2° = 32° + o' — §a° + 0(a”)] ;

10. (1+2)x (n=3) [ex(1— 2+ a? - Za3) + o(a®)] ;

11. In [1n ((1 + :c)%) (n = 4)
(=5 + 532% — §2° + spe’ +o(@h)] 5
3

12. (22)%7 (n=3) [z x (1~ f5) +o(a™)] ;
13. V1+sinz (n=

14. Jcosz (n=7) [1 — % — g5t — 23:2% 4+ o(z7)] ;

15. cosP z (n = 6)
[1_7‘% +P(3P 2) 4

3) 1+ 4o~ da” — ha® + ofa”)]

[15(17 1) +1] 6—|—o( )]

i

16. () (n=2) [1 + Lz + P@T“)x? +o(a?)] ;

17. (322)” (n =5) [1 — Za? + %m‘l + o(z?)].
(Pour 15., 16. et 17, p € N quelconque.)

Exercice 26
Effectuer le DL & 'ordre n au voisinage de a € R de :
1. sin2x(a:%,n: ) ;

2. 22 (a=1,n=23);

4. (tanz)'™2* (¢ = %, n=3);

5 Va3 +22 — Va3 — 22 (a = +oo,n=2) ;

6. arctan 4/ iié (a =400, n=3).

Exercice 27
Soit f: R =R ; x— e 3=~ 432 On pose pour tout
z € R* g(z) = f(z) — f(). Démontrer que :

9
z—1 20 (1' B 1)

g(z) ~
Exercice 28

Peut-on trouver deux réels a et b tels que :

e’ +e7 % a
li —_— ) ——=b=07
pay (ln(l+$)> x 0

Exercice 29

Déterminer a, b € R pour que

soit un o (z™) [z — 0] avec n € N le plus grand possible.
Préciser cette valeur de n maximale obtenue.



