PCSI - exercices de mathématiques

Equations différentielles

Exercice 1

Résoudre (en s’aidant éventuellement d’une solution
“évidente”) :

1.y +y=chz+shx;

2.y — 3z y=sinz+ 3z cosz ;

3.y —2thz y=2thuz.
Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes (sur les
intervalles convenables) :

1.y —y=In|l+z|;

2. 2z(1—2)y +(1—-2)y=1;

3. w(2? = 1)y +2y =22

4. 1—22)y —ay=1;

5.y —ytanz +cos’xz =0

6. z(x + 1)y +y = arctanz ;

7.y sinz —y cosz =sin'z e ;

8. z(z—1)y — Bz —1)y = -z (2% +1).

Etudier I’existence de solutions définies sur R.
Exercice 3

1. Etudier les variations de la fonction
x— f(z) = aresin VT o onstruire la courbe représenta-

vax(l—x)

tive (étudier en particulier la forme de cette courbe au
voisinage de x = 0).

2. Démontrer que f est solution de 1’équation différen-
tielle :
2e(l—a)y +(1—-2z)y=1 (E)

3. Résoudre (E) sur les intervalles convenables.
Exercice 4

1. En posant y = zz (ou z est une fonction de la variable
x) déterminer les fonctions x — y = f(z) solutions de
I’équation :

203y — 322y — 9> =0 (F)

2. Retrouver ces fonctions en divisant par y3, en posant
u = 1712 et en cherchant I'équation différentielle

(linéaire) (E) dont u doit étre solution pour que y soit
solution de (F).

Exercice 5
On considére I’équation différentielle :
(22 + 1)y —2may =1 (Em)
(o m est fixé dans R).

1. On pose Ip(z) = [ (t2+1)p Démontrer que les solu-

tions de (E ) sécrivent : y = (22 + 1) [Ln11(z) + A
(on A est une constante réelle).

2. En posant ® = arctan x, déterminer une nouvelle ex-
pression de la solution générale de (E,,).

Exprimer en fonction de x la solution générale de (E,,)
1

pourm:%etm:—ﬁ.

3. On désigne par Y celle des solutions de (E,,) qui
s’annule pour x = 0. Dans le cas ou m = —3, cons-
truire la courbe représentative de Y.

2

4. Représenter ’ensemble des graphes des solutions de

(Ep,) pour m = 3.

Exercice 6
On considére 1’équation différentielle :
(z+1)y +ry=2—2+1

1. Déterminer une solution polynomiale.
[On commencera par étudier son degreé.]

2. En déduire 'ensemble de toutes les solutions.

3. Déterminer la solution correspondant a la condition
initiale y (1) = 1.

Exercice 7
On considére 1’équation différentielle :
ay +y = (E)

1. Résoudre (E) sur |0, +oo[. On ne cherchera pas a ex-
pliciter la primitive qui apparait dans le calcul.

2. Btudier I'existence d’une solution admettant une limi-
te finie en 07 .

Exercice 8
Les fonctions inconnues étant a valeurs dans R, résoudre :
1y" =3y +2y =223 722 +22—1;

2.y — 4y + 4y =2(x —2)e”



Y =2y +2y =227 —dx + 4 ;

- W

y”—2y’+y=6$ez;

o

y' —y +y=6xshz;
6. ¥y +19y +y==xcosz.
Exercice 9

On considére I’équation différentielle :

%(1—x2)y"+xy’—y=0

1. Chercher les solutions polynomiales.
[Commencer par étudier le degré.]

2. En déduire I'ensemble de toutes les solutions.
Exercice 10
Soit ’équation différentielle :
(1+2%)°y" +22(1+2%) ¢/ +y=0 (E)

1. Déterminer une bijection ¢ de R sur un intervalle I,
avec ¢ et p~! dérivables, telle que le changement de
variable t = ¢ (x) transforme (E) en une équation
linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

2. En déduire ’ensemble de toutes les solutions de (E)
sur R.

Exercice 11

Déterminer les fonctions dérivables sur R telles que pour
tout r € R :

f @)= f01-a)

[On justifiera que f est deux fois dérivable.]
Exercice 12

Déterminer toute les fonctions f de classe C? de R dans
R telles que pour tout x € R :

/" @)+ f(—x) =x+cosw
[Indication : séparer les parties paire et impaire de f.]
Exercice 13

Déterminer toutes les fonctions de classe C2 de R dans R
qui vérifient :

flt+y)+flz—y)=2f(z)f(y)

pour tous z, y € R.



