PCSI - exercices de mathématiques

Convexité

Exercice 1

Démontrer que si n € N* et si z1,...,7, € RT on a:
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771 .
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Exercice 2

(@i j)1<i<n est une famille de réels positifs telle que, pour
1<j<n

tous i, j € [1,n]: Yp_jan;=1let > _jair=1
Démontrer que si (z;)1<i<n est une famille de réels
strictement positifs et siy; = 2221 a; kT pourt=1,...,n,
n n
on a: Hi:l Yi > Hi:l Zj.

Exercice 3

Soit @ € R. On considére une application f de ]a, +00[
dans R qu’on suppose convexe, croissante et non constante
sur |a, +o0l.

Démontrer que lim,_, o f(x) = +o0.

Exercice 4

1. Démontrer que l'application f : ]0,+oo[— R définie
par : f(t) = tlnt pour tout ¢ € ]0,+4o0[ est convexe
sur |0, 4+o0[.

2. Soient x, y, a, b quatre nombres réels strictement posi-
tifs. Démontrer que l'on a :
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Exercice 5
Soit n € N*, et soit F le Rev R"™.

1. Soit pe R, p>1. Siz = (x1,...,2,) € F on pose :

n 5
ol = (z |) |
k=1

Démontrer que ||-[|, est une norme sur E. (Pour p =1
n

on retrouve la norme = +— Y ., |zx|, et pour p = 2

on retrouve la norme euclidienne.)

2. Démontrer que pour tout x € F on a :
limy oo |||, = [|2]| » 0 [|lz]| o = maxi<r<n [Tkl

Exercice 6 !

Soient a, b € R tels que a < b. Soit ¢ : [a,b] — R une ap-
plication continue sur [a,b] & valeurs strictement positives :
Vit € [a,b], p(t) > 0.

LCet exercice utilise I'inégalité de HOLDER.

1. Siz € R on pose : g(z) = fab(gp(t))” dt.
Démontrer que pour tout z € Ron a : g(z) > 0.

2. On peut donc définir f: R — R par :

f(2) =Ing(z) = In ( / (go(t))fdt> .

Démontrer que f est convexe sur R.
Exercice 7 !

On note C2_([a,b]) (resp. C%([a,b])) le Rev des appli-
cations continues par morceaux (resp. continues) de [a, b]
dans R. (a, b€ R, a <b.)

On rappelle que f — ||l = supyepus |F(E)] st une
norme sur CO _([a,b]) (et sur C°([a,d])).

Soit p € R, p > 1. Si f € CRi([a,0]), If] : [a,0] —
[0, +o00[ est intégrable, et comme x — zP est continue sur
[0, +00[ (donc sur [0, M] si M = |[f]l.), t — [f(£)] est
intégrable sur [a, ], ce qui permet de poser :

Ny(f) = ( /[ b] |f|p> :

(pour p =1, Ni(f) = f[a,b] If1)-

1. Soit p € [1,400[. Démontrer que N, est une semi-
norme? sur CY _([a,b]) et une norme sur C°([a, b)), et

mx

que pour tout f € CY ([a,b]) on a :
Ny(f) < (b= a)7 || f -

2. Soient p, q € [1,400[ tels que p < q. Démontrer que
pour tout élément f de CY . ([a,b]) on a :

No(f) < (b—a)7 =5 Ny(f).
3. (a) Sia€]0,4o00] on définit
[a,b] — R
toe e = ()

Calculer N, (¢, ) pour tout p € [1, +o0l.
Calculer [j¢, || -

Pa

(b) Soient p, q € [1,+00[ tels que p < q. Démontrer
(en utilisant ¢,) que les semi-normes N, et N,
ne sont pas équivalentes sur C°([a, b]).

(c) Soit p € [1,400[. Comparer N, et || - ||co (sur
C%([a, b]) et CR<([a, b]).

4. Démontrer que ||f||, = limp_oc Np(f) pour toute
fonction f € CY(a,b]) et retrouver ainsi le résultat
de la question 1.

2Méme définition qu’une norme, mais en supprimant la condition
“N(z)=0=2=0g".



