PCSI - exercices de mathématiques

Approximation

Dans les trois exercices suivants, on désignera par C), une
calculatrice pouvant représenter p chiffres significatifs. Si
z € R, on notera x* le réel-machine correspondant a x, cad
la représentation de z dans la machine C,. z* dépend de
p, et en général, x # x*.

Par exemple, sur une machine de type Cig, si x = In2,

. _ 1386294361
x* = 0,6931471805 = 555660600

Exercice 1 opérations arithmétiques-machine
On envisage une calculatrice C3 par souci de simplicité.

1. Déterminer des réels-machine z*, y*, z* tels que
(@ +y") +2)" # (% + (y* +2))".
Ainsi laddition-machine n’est pas associative.
On supposera dans la suite que les expressions-
machine sont évaluées de gauche a droite.

2. Soit pour z, y € R, y # 0 I'expression (égale a 1)

r+y—x
Blzy)=— —

Déterminer un réel @ # 1 et des valeurs de z et y
telles que I'expression-machine E* (z,y) = (E (z,y))"
soit égale a a*.

Qu’en résulte-t-il pour 'addition-machine ?

Exercice 2 suite constante “machine-divergente”
Soit w un réel > 0. On fixe xg € R et on définit

Tpi1 = (wW+1) 2, — 1.
1. Démontrer que la suite (xn — %) est géométrique.
Préciser sa raison.
2. Quand la suite (z,,) peut-elle étre convergente ?

3. Soit une calculatrice C),.

a) Pourquoi existe-t-il un réel w > 0 que C, ne peut
q q p e p
pas représenter exactement (cad w # w*) ?

(b) Soit 29 = L. Que peut-on dire de la suite (z,,) ?

w
De la suite-machine () ?

Exercice 3 suite divergente “machine-constante”

On fixe g > 0 et on définit

Tptl =Ty + —.
n

1. Que peut-on dire de la suite (z,) 7

2. On utilise une calculatrice C,. On fixe zy > 107/,
Que peut-on dire de la suite-machine (z7)) ?

Exercice 4
On définit Vapplication f: R - R ; z — %

1. Démontrer que f a trois points fixes sur R, notés &, &
et & telsque 2<é<—-1<0<€ <1<¢ <2,

2. Démontrer que la suite définie par z¢ € R et la relation
de récurrence x, 11 = f (x,) admet pour limite —oo si
o < & & si € <ay <& et +oosi & <.

N

3. Que peut-on en conclure quant a la possibilité
d’approximer &, ¢ et £ grace au th. du point fixe ?

Exercice 5

On définit application f: R— R ; & — x + ﬁ

1. Démontrer que f est dérivable sur R, strictement crois-
sante et que 0 < f’ (z) < 1 pour tout réel z.

2. Démontrer que f n’a pas de point fixe sur R. Sizg € R
et T,41 = f(x,) pour tout n € N, que peut-on dire
de la suite (x,) ?

L’application f est-elle contractante 7 Comparer cette
situation avec celle du théoréme du point fixe.

Exercice 6 point fize répulsif

On définit une suite (x,,) par z,4+1 = f (z,) avec f déri-
vable sur R. On suppose que £ est point fixe de f (cad,
f(€) =¢) et que [f (£ > 1.

1. On choisit k € |1, f' (§) [. Démontrer qu’il existe aw > 0
tel que [t —¢| <a=|f(t) ¢ >kt —¢|.

2. On choisit N € N tel que n > N = |z, —&| < .
Démontrer que |z, — &| > k"N |zy — | pour n > N.

3. En déduire que si (z,) converge vers &, (z,,) est sta-
tionnaire en €.

Exercice 7 point fize attractif, superattractif

On considére cette fois une suite récurrente définie par
Tntr1 = f(xn) ou la fonction f est de classe CP sur R
(p € N*). On suppose que f admet un point fixe .

1. Rappeler pourquoi, si |f'(§)] < 1 et si xg est assez
proche de &, (x,) converge vers &.

2. On suppose que f' (£) = f" (&) =...= fP=D (&) =0 ;
F® () #0.

(a) En utilisant TAYLOR-LACGRANGE, démontrer qu’il
existe ¢, € €, x,[ tel que :

f(p) (cn)

Tn+1 — &= I

(xn - é-)p .



(b) En déduire que
Tppr — &~ K (zn — §)P

®)
ou K = %. Que signifie ce résultat pour la

vitesse de convergence de la suite (z,,) ?
Exercice 8 Analyse de la méthode de NEWTON

On considére une fonction f : R — R de classe C? sur
[a, +oo] telle que f(a) <0; f'>mg >0;0< f’ < M.
On fixe g tel que f (z) > 0 et on note £ 'unique réel' de
Ja, +oo[ tel que : f(&) = 0.

On définit la suite (x,,) par :

Tn4+1 = Tn — fI(ZL' )
n

pour tout n € N.

1. Démontrer par récurrence sur n que x, > & pour
tout n € N. En déduire que (z,) est décroissante et
converge vers €.

On pose dans la suite €, = z,, — & pour tout n.

2.[Soit n €'N.[JDémontrer qu'illexiste ¢, € [&, x,] tel

que : g,41 = 2ff'((il)) g2.

3.[Enldéduirelquelpourtout n € N[

(a) En+1 < %21' 5721'

2 : !l MQ
On pose désormais €}, = 3, =¢;,.

(b) 0 <&, < (e)*". Discuter.
Exercice 9

Soit f : [a, 8] — R de classe C? sur [, 3]. On suppose
que f(a)f(8) < 0, donc f s’annule en un point £ de
[e, B]. On note ¢ la fonction affine coincidant avec f en «
et en (8, et xy sa valeur d’annulation :

1. Erreur d’approximation : démontrer que si z € [a, (]

il existe ¢ € o, O] tel que

2. Erreur d’interpolation en déduire qu’il existe

d € |a, B tel que
1
2 f'(d)

zo —§ (o — @) (z0 — B).

1On justifiera I’existence de xg et &.

Exercice 10 Méthode de LAGRANGE (et analyse)

On se place sous les mémes hypothéses que pour
I’exercice 8, et on utilisera 1’exercice 9.

On fixe zg > x1 > £ et on définit de proche en proche
ZTp4o comme ’abscisse du point d’intersection avec ’axe
Oz de la sécante a la courbe de f en (z,,f(z,)) et

(mn-i-l? f (‘rn-&-l)) :

fla)r--------mm e

fle )y

1. Démontrer que cela conduit & poser pour tout n € N :

Tnf(Tng1) — $n+1f(mn)

f(xn-i-l) - f(xn)

Tpt2 =
2. Démontrer que pour tout n € N,
T > Tn+41 > 5 = Tp+1 > Tp42-

3. Démontrer qu'il existe ¢, d,, € &, T, 2] tels que :

1 f”(Cn)

Tp42 — £= §m($n+2 - xn)<xn+2 - $n+1)

[Utiliser l'ex. 9.]
4. En déduire que (z,,) est décroissante et converge vers .

5.[0n[poselpourltout n €[N, ¢, = =z, — £. On utilise
toujours les notations de l'ex. 8.

(a) Démontrer que

Mo
€n+2 S (sn - €n+2i (5n+1 - 6713}2%
2m1
< M
A o |
2m1 nen-+
On pose désormais &/, = 22 ¢
p = PeiEn.

(b) Démontrer que €, , < e),7,,, et en déduire que

pour tout n > 2 :
e < ()" (ep)

ol f,, est le ni*™¢ nombre de FIBONACCI.

(¢) En conclure que
=0 (E)™)

ouT= 1+T\/5 est le nombre d’or.
Comparer lefficacité des méthodes de LAGRANGE
et de NEWTON.



Exercice 11

Soit & € ]1,+00[. On fixe g > /a et on définit de
proche en proche

2

n).

1+,

o+ T, oa—x
(=ap+
1+,

Tp+1 =

1. Démontrer que les deux sous-suites (x2,) et (zani1)
sont adjacentes et en déduire que (x,,) est convergente

vers y/a.

2. Calculer z,11 — v/ en fonction de =, — \/a et en
déduire que

’xn—l—l - \/a‘

—1
ouK—

\/_+1

3. De quel type de convergence s’agit-il 7 Que peut-on
dire de la qualité de I’approximation obtenue par rap-
port & celle fournie par la méthode de HERON 7

~ K }znf\/a’

Exercice 12 Approzimation de {/«

On souhaite adapter la méthode de HERON pour le cal-
cul approché d’une racine pi*™¢. Pour cela, on applique la
méthode de NEWTON & partir de g > ¥, a la fonction
Tz — P —a.

1. Démontrer que cela conduit a itérer la relation de
récurrence
p—1 «Q

Tp+1 = Ty + p—1
p P Tn

Que donne le cas particulier p =2 7

2. En exploitant 1’étude des méthodes de NEWTON et
de HERON, démontrer que (x,) est décroissante et
convergente vers {/c.

3. Démontrer que

Bt = Y B (o - )

[Utiliser l'ex. 8.]

Qu’en résulte-t-il pour lefficacité de la méthode
décrite ici 7 Discuter en fonction des différentes quan-
tités qui apparaissent dans I’équivalent obtenu.

Exercice 13 Analyse de la méthode d’ARCHIMEDE

On note II,, le polynéme régulier a 3.2" cotés inscrit dans

le cercle de rayon 1 et 0,, = Son T son demi-angle au sommet.

1. Rappeler pourquoi le demi-périmetre de II, est
n = 3.2 sin6,,.

. 3
2. En déduire que m — pp, ~ 54w

lim (m) _1
T — Pn 4

Qu’en résulte-t-il pour 'algorithme d’ARCHIMEDE ?

3. Démontrer que

Dans les exercices suivants, on étudie la méthode des
trapézes pour 'approximation d’une intégrale. On rappelle
que si f est intégrable sur [a,b] et si n € N*, la subdivision
de pas constant b_T“ est d, = (xn,i)ogign' La somme de

ieme atape I,, de la méthode des trapézes

Riemann S, et lan
sont définies par

n—1 n—1
Sp= 222 > fie) o= b > (on) + Sanisn).

L’erreur commise en remplagant I = f[a ] f par Sy, (resp.
par I,,) est majorée par

(b—a)’

(b—ay
<7
1= 5] 1l 5 17— Tl < 25

1
— 17"

si f est C! (resp. C?) sur [a,b]. (cf. le cours “approxima-
tion” et le TD “calcul approché d’intégrales”).

Exercice 14 Comparaison RIEMANN-trapézes

On suppose ici [a, b] = [0, 5], f = exp et on souhaite com-
parer lefficacité de la méthode des trapézes (approximation
de I par I,,) et par les sommes de RIEMANN (approximation
de I par S, n'*™° somme de RIEMANN).

et {1/l

2. Déterminer les valeurs minimales de ’entier n pour
obtenir une approximation de I par S, (resp. I,)

1. Combien valent ||| dans le cas présent ?

(a) 41072 pres ; (b) & 1072 pres.

3. Dans ce dernier cas, combien d’itérations de
I’algorithme sont nécessaires si l'on utilise les subdi-
visions dichotomiques ?

Exercice 15 Approximation des trapézes

On souhaite étudier 'efficacité de I'approximation par la
méthode des trapézes dans un cas ou la valeur exacte de
I'intégrale I est calculable.

On considére la fonction f : x — 1+—2 et on se place sur
le segment [0,1]. On conserve les notations du cours.

1. Calculer la valeur exacte de I = f a b]

2. Détermination de My = || f"||, = supyo | f"] :

(a) Calculer et factoriser f.

(b) En déduire les variations de f” sur [0,1] et la
valeur de Ms.

3. Calculer alors la valeur minimale ny de n pour que I,
soit une approximation de I & 107° pres. En utilisant
les subdivisions dichotomiques, & combien d’étapes de
l’algorithme cela correspond-il ?

4. A l’aide d’une calculatrice, comparer erreur effective-
ment commise en remplagant I par I,,, et son majorant
théorique.



