PCSI - mathématiques

Systémes linéaires

1 Généralités
n et p sont deux entiers naturels non nuls. K désigne le

corps des réels ou des complexes.

Définition 1 Un systéme linéaire de n équations & p in-
connues o coefficients dans K est un ensemble de conditions
de la forme

@1,1%1 + a1,2%2 + ...+ a1 pTp = b1

a21T1 + a22%2 + ...+ Q2pTp = b
(5) , ,

An1T1 + Ap2T2 + ..+ AppTp = by

ol A= (ai,j)lgign S Mn)p (K) et bl,
1<j<p

, b, € K.

o A est la matrice de (9).
e Le rang de (S) est r =g (S) =rg(A).

e On associe & (S) le systéme homogéne (Sp) obtenu en
remplacant les seconds membres by, ..., b, par 0.

e Une solution de (S) est un p-uplet de scalaires
(x1, ..., xp) verifiant les n équations.

e (5) est compatible s’il admet au moins une solution.
Il est incompatible dans le cas contraire.
Notons qu’un systéme homogéne est toujours compa-
tible, car il admet au moins la solution triviale (nulle).

o Résoudre (5), c’est trouver toutes ses solutions.
Quelques remarques générales permettent de dégager une
méthode d’étude.

1.1 Interprétations de (S)
1.1.1 Matricielle

1 by
Notons pour z1, ..., z, € K: X:(;)etB:<:>.
Tp b'n

Alors
(S)<—= AX =B

(forme matricielle de (S5)).
Dans cette notation abrégée, (Sp) <= AX = 0.

1.1.2 Vectorielle

ai,;
Notons pour .] = 17 e Py CJ = < ) (jiémc colonne de
la matrice A). Alors v
(S) — 11C1+ ...+ atpCp =B

ce qui montre que :

o () est compatible ssi B est cl. de (Ci, ..., Cp) (les
solutions de (9) correspondant aux telles c.l.) ;

e Les solutions éventuelles de (Sp) correspondent aux
relations de dépendance linéaire entre C1, ..., Cp.

1.1.3 En termes d’application linéaire

Notons &, et &, les bases canoniques de K" et KP respec-
tivement. Soient les vecteurs = € KP et b € K" représentés
par X et B dans &, et &, respectivement.

Soit enfin f € L (KP,K™) l'unique application linéaire
telle que mat (f ; &,,&,) = A. Alors

(8) = f(z)=0

donc la recherche des solutions de (S) est celle des antécé-
dents de b par f. (Sp) a pour ensemble de solutions ker (f) :
c’est donc un sev de K”. En outre, si Xo = mat (zo ; &)
est une solution particuliere de (.S) alors

X = mat(z; &) solution de (5)
& [(z)=b=f(20)
& f(@) = f(zo) =0=f(z— )
< Y = X — X, solution de (Sp)

de sorte que les solutions de (S) s’obtiennent en ajoutant a
I'une d’entre elles toutes les solutions de (Sy). Elles forment
donc un sous-espace affine de KP.

D’autre part, rg (f) = rg (A) =rg (S) = r donc le th. du
rang pour f s’écrit p = r + dim (ker f) donc :

Proposition 1 La dimension de l’espace affine (resp.
vectoriel) des solutions de (S) (resp.(Sp)) est p — 7.

1.1.4 En termes de formes linéaires

Notons pour i = 1, ..., n, ¢, la forme linéaire! sur K? définie
x1
par ¢, (X) =a;121 + ... +a;pzp 81 X = ( > Alors
p1(X) = b
(S) = : :

et pour i = 1, ..., n, (H;) | ; (X) = b; définit un hyper-
plan affine de K? (dont la direction est ’hyperplan vec-
toriel ker (¢;)). La résolution de (S) consiste a étudier
Iintersection de ces n hyperplans.

1Une forme linéaire sur KP est une application linéaire de KP dans
K. Si ce n’est pas ’application nulle, le th. du rang montre que son
noyau est de dimension p — 1 : on l'appelle un hyperplan de KP.



2 Systémes de Cramer

On se limite dans ce paragraphe au cas de systémes ayant
autant d’équation que d’inconnues : p = n. La matrice A
est donc carrée de taille n.

2.1 Condition de compatibilité

Théoréme 1 [l y a équivalence entre les conditions :

(1) A est inversible ;
(2) det (A) #0 ;

(3) rg(8)=n:

(4)

4) Pour tout second membre B, (S) admet au moins une

solution ;

(5) Pour tout second membre B, (S) admet au plus une
solution ;

(6) Pour tout second membre B, (S) admet exactement
une solution ;

(7) (So) admet comme unique solution la solution triviale.

Définition 2 Le systéme (S) est de CRAMER si ['une des
conditions équivalentes précédentes est remplie.

La résolution d’un systéme de CRAMER revient donc pré-
cisément & inverser sa matrice. C’est méme la méthode la
plus générale de calcul d’un inverse, cf. 2.3.

2.2 Formules de Cramer

Supposons le systéme (S) de CRAMER. On note toujours
C1, ..., Cp les colonnes de la matrice A. Sil’on désigne par
(z7, ..., z}) Punique n-uplet de K™ solution de (S) alors
on peut obtenir cette solution par le :

Théoréme 2 (formules de Cramer) Pouri=1, ..., n,

_ det (Cl, ceey Ci—la B, Ci+1, ceey Cn)
L det (A) '

L’intérét de ces formules est surtout théorique (p. ex.
pour montrer que si les coefficients du systéme sont des
fonctions continues d’une certaine variable ¢, les solutions
sont également fonctions continues de t).

En pratique, apres s’étre assuré que (S) est de CRAMER,
il vaut souvent mieux résoudre (S) en éliminant progres-
sivement les inconnues et en rendant le systéme triangu-
laire, ce qui permet un calcul de proche en proche (méthode
du pivot) :

CL171171 -+ a1,2%2 +...4+ a1,nTn = bl
/ / _ /
as o2 +...+ ay,T, = by
(S) = }
1 _ /
S b,

La résolution d’un tel systéme de CRAMER triangulaire est
%7 puis z,—1 grace a

I’équation précédente et ainsi de suite jusqu’a x;.

alors triviale : on calcule z, =

Exemple 1 systémes de CRAMER

24+ y+ z=-1
1. T—y =-1
r+y+2z=-1
r+y+z =0
T+y +t=1

x +z4+t=2
y+z+t=3

2.3 Inversion d’une matrice carrée

Soit A € M,, (K) inversible. Pour calculer A=! on peut
former le systéme (de CRAMER) (S) : AX =Y soit

111 + 61222 + ...+ G1aTn = Y1

a21T1 + a22%2 + ...+ G2aTn = Y2
(S)

an,1T1 + Qp 22 + ...+ ApnTn = Yn

La résolution de (S) donne l'expression des inconnues 7,
..., Tn, en fonction des seconds membres y1, ..., y, soit les
relations (linéaires)

biiyn + bigye + .o+ bip¥yn = T
baayr + bopy2 + ..+ bap¥yn = w2
b'rL,lyl + bn,2y2 + ..+ bn,'nyn = Tn

ou encore, matriciellement, BY = X. Alors la matrice
B € M,, (K) obtenue est I'inverse de A puisque

AX =Y s A ' AX =AY e X =AY

Exemple 2 Soit U = (u1,usz,us) une base d’'un K-ev E et
soit V = (v1,va,v3) la famille de vecteurs définie par les
relations

V1 = U1 + U2

V2 = Ul — U2

V3 = Uy —+ U2 —+ us

Pour montrer que V est une base de E et obtenir la matrice
de passage inverse (de V aU) on peut résoudre le systéme
Y = AX aprés avoir constaté qu’il est de CRAMER, ou A

) 1 11
est la matrice (1 -11 ).
0 01

3 Etude du cas général

On revient a la situation générale : (S) est un systéme de
n équations, a p inconnues, de rang 7.

r=r1g(A) =rg(C1, ..., Cp) donc il existe des indices ji,
.oy Jr € [1,p] deux & deux distincts tels que (Cj,, ..., Cj,)
soit une base de (C1, ..., Cp), sev de K" engendré par les
vecteurs-colonne de A.

Notons également Ly, ..., L, (€ KP) les vecteurs-ligne de
la matrice A. On a aussi r =rg(A) =rg(Ly, ..., Ly).

Soit C' la matrice (n,r) extraite de A en ne retenant que
les colonnes Cj,, ..., Cj,.. Les r colonnes de C' sont libres
(et bien sir r < n) de sorte que rg (C) = r.

C’est aussi le rang les lignes L}, ..., L!, de C donc il existe
des indices 41, ..., i, € [1,n] deux & deux distincts tels que
(L;,, ..., L} ) soit une base de (L}, ..., L},) C K".

21



Soit D la sous-matrice de C' obtenue en ne gardant que
les lignes iy, ..., ¢.. D est donc la sous-matrice extraite de
A en retenant les lignes i1, ..., i, et les colonnes j, ..., j. :

ECE

Qs vt

A=

D est de rang r et appartient & M, (K) donc : D est une
matrice carrée de taille r inversible.

Remarque 1 I est clair que toute sous-matrice de A est
de rang < r. On a ainsi mis en évidence que le rang r
d’une matrice A est la taille de la plus grande sous-matrice
carrée inversible extraite de A.

Les équations n°® 4y, ..., 4, sont appelées des équations
principales, les autres étant équations auxiliaires.

Les inconnues x;,, ..., ¢, s’appellent des inconnues prin-
cipales de (S) (les autres étant des inconnues auziliaires).

Remarque 2 La détermination des équations / inconnues
principales est globale et non unique en général. Cela n'a
donc pas de sens de dire “la i°™¢ équation (resp. incon-
nue) est principale”. On peut seulement dire qu’elle fait
partie d’un ensemble d’équations (resp. d’inconnues) prin-
cipales. Mais une autre détermination pourrait tout aussi

bien conduire & la considérer comme auxiliaire.

3.1 Raisonnement sur les colonnes

(Cj,, .., Cj,) est une base de (C1, ..., Cp) donc

(S) est compatible <= Be(C, ..., Cp)
< Be(C, .., Cj)

= (C,, ..., Cj., B) liée,

puisque la famille (Cj,, ..., C;,) est libre par définition.

3.2 Raisonnement sur les lignes
Soit k € [1,n] — {41, ..., ir}. Lg est cl. de (L;y, ..., L;.):
Ly = MLi, + ... + \p L, (1)

ce qui exprime une relation entre les premiers membres de
I’équation k et des équations principales.

Cas 1 Pour tout k € [1,n] — {i1, ..., ir},

be = Apbiy + oo+ Apbi, -

Alors les seconds membres by vérifient fous les mémes
relations (1) que les premiers membres. Les (p — r) équa-
tions auxiliaires sont conséquences des r équations prin-
cipales (elles sont redondantes). Pour chaque valeur des
inconnues auxiliaires, on obtiendra les valeurs correspon-
dantes des inconnues principales en résolvant le systéme
(S7) obtenu...

e en ne retenant que les équations i1, ..., @, ;
e cn faisant passer les inconnues autres que z;,, ..., Zj,
dans les seconds membres :

_ /

QiynTjy e T G0y G = by

(') : :

a; iy + .o+ ai oz = U

ir,d1 g1 irdr L = O,

(on b;k =b;, — ngé{ji, It @iy §T5)-

(S’) a pour matrice D donc c’est un systéme de CRAMER,
dont l'unique solution exprime les inconnues principales
en fonction des inconnues auxiliaires qui jouent le role de
parametres.

Cas 2 Il existe k € [1,n] — {i1, ...
b # Aebi, 4 oo + Nib; .

Alors l’équation k est incompatible (contradictoire) avec
les équations principales et : (S) n’admet pas de solution.

, i} tel que

3.3 Meéthode de résolution

Convertissons les remarques précédentes en une méthode
d’¢tude d’un systeme (5).

1. On détermine le rang r de (.5).

2. On détermine

e 7 équations principales (i1, ..., i),

» 2j,) de ().

e r inconnues principales (z;,, ...

Cela se fait simultanément, en mettant en évidence
dans la matrice A une sous-matrice carrée r X r
inversible.

3. On écarte provisoirement les équations auxiliaires et
on fait passer les inconnues auxiliaires (s'il en existe)
dans les seconds membres (systéme (S’)). On résout
le systéme de CRAMER obtenu.

4. On teste la compatibilité des solutions obtenues pour
(S') avec les (n —r) équations auxiliaires (s’il en
existe) pour vérifier que les solutions calculées en 3.
satisfont effectivement toutes les équations de ().

Remarque 3 Dans le cas d’un systéme de CRAMER, il n'y
a bien stir que l'étape 8. D’autre part, il se peut que dans les
cas simples on puisse voir dés le début la (les) condition(s)
de compatibilité. Notamment pour un systéme homogéne,
toujours compatible, I’étape 4. est superflue.

Exemple 3 Cas général

r+ y+ z+ t=2
1. 204+ y+ z+ t=1

T+ 2y 422 =2
x + z=1
9 y+ 2=0
T+ y =1
2x + 3y =0
ay+bz=u
3. bx +az=wv
ax + by =w



