PCSI - mathématiques

Calcul de primitives

1 Théorémes de calcul

Table 2 fonctions trigonométriques de base

1.1 Notation | (=) | [f(z) da | sur
T
Si I est un intervalle de R et f : I — K=R ou C est 1+112 arct:.ina: R
continue sur I on note T—a? arcsin x ]—-1,1]
hzx
d L args
/f(m) v VI | (= (z+VITa?)) R
une primitive de f sur I. 1 1 /22 1 | =00, —1],
Si F = [ f(z)dx et si a € I on désigne par z?—1 8 ‘x Ve | J1, 4-o00[
] — 00, _1[7
F(a)= /f(x) dz 171352 %ln‘% ]—1,1],
= 11 0]
la valeur de F en a.
Table 3 généralisations (a € R, a > 0)
1.2 Formules d’L.P.P.
o ' . ’ f(z) ’ J f(z) dz ‘ sur
Théoréme 1 Siu, v:I — K sont C* sur I, T T
P < arctan 7 R
/u (x)v (z) do = uv — /u’(x)v (z) dz \/ﬁ arcsin £ | —a,a|
. h £
Théoréme 2 Siu, v:I — K sont C"! sur I, 1 arest R
‘ Va2+a? (ouln (z + Va2 + 22))
[u@e™ @ de = 3 (1) u 1 s =0, —al,
0<i<n Va?—a? |z + va? — a?| Ja, +o0]
n n } — 00, 70’[3
_ (—1) /U( +1)(:p)’U (I’) dzx s i In Zti } —a, a[’
Ja, +-00]
1.3 Formules de changement de variable
Table 4 fi i i étri
Théoréme 3 I, J intervalles de R. f: J — K continue, able 4 autres fonctions trigonométriques
p:1—JC: ’ f(z) ‘ff(:v)dx‘ sur ‘
/f«o(t» @' () dt = /f<x> dz oz | tenz | Ie= Jkm— g kn 4 5
z=p(t) sin12 - —cotanzx Ji = Jkn, (k4 1)x]
Théoréme 4 I, J intervalles de R. [ : J — K continue, tanz | —In|cosz| Iy,
¢ : I — J Cl-difféomorphisme : cotanz | In|sinz| Jk
, tan? x tanx — x I,
[ara= [1e®) s 1 L .
t=p~1(z) ch?x
Sh12 - —cothz R* et RY
2 Primitives “usuelles” th Inchz R
coth z In | shz| R* et RY
Table 1 puissances et exponentielles
‘ a€ ‘ ne ‘ f(z) ‘ [ f(z) dz ’ sur
C N (x —a)" —(z—a)"t! R
R si a€C—-R
— 1 1
C | N-{01} ar =7 eyt { R—{a} si acR
R L In |z — af R—{a}
C—-R —L In |z — a|] + iarctan zgi()a) R
C—{-1} 2% (= exp(a Inz)) ﬁx“‘l R%
C* ear %eam R




Rappel v : I — R C! ne s’annulant pas sur I : f% =

In |u| sur I

3 Fonctions rationnelles

3.1 surC

Aprés décomposition en éléments simples on a a calculer

des primitives telles que

[t

1

.Sln>2 1= TLW
) In|t — a
esin=1: 1n|t—a|+iarctan(m§g€a(f’)) sia ¢ R
3.2 surR

e On peut calculer une primitive sur C puis regrouper

les termes deux & deux conjugués ;

e Ou, aprés décomposition en éléments simples sur R,

on a & calculer des primitives telles que :

- f(t o7 =

f on‘+[3
2 —2at+b)"

(idem C)

dt avec 6 = a® — b < 0.

1. On écrit at+ § =

at + 3 o«
/(t2—2at+b)"dt = 2/(

(2t — 2a)
t2 — 2at + b)"

sia€eR

5 (2t —2a) 4 B+ aa d’ou

dt

dt
et
/ (2t — 2a) _at =
(t2 — 2at +b)
1 1 :
T—n (t2—2at+b)" T sinz=2
ln|t2—2at+b sin=1

2. Passage a la forme canonique :
A calculer IMW, n>1,a>-b<0.

On écrit (en posant § = vb — a? > 0)

2 —2at+b =

#(e ()

donc

dt 1 dt
/(t2—2at+b)” - 62"/(1+(t—a)

(t—a)+b—a®=(t—a) + 4>

Exemple 1

1 dt
. t2+2t+5

2. f (t2+t+1)2
La méthode générale nécessite enfin le

3. Calcul de J,, = f ﬁ

méthode 1 algébrique (IPP)

/ dz B T _/ —2nz? q
A+a” @) gy

B x (1+2?) -1
T 2n/ (1+22)"! a

= o (Jy — Jns1) dou

(z2+1)
m +(2TL—

J ujirifﬁ) = arctanx permet un calcul de

2n Jn+1 S ]-) Jn

qui avec Jy (z) =
proche en proche.

méthode 2 trigonométrique (C.V. z = tant)

1 1 1
__dx = ———dt
/ (1+22)" o / cos™2" ¢ cos? ¢

/ cos?" 2 ¢dt

t=arctanzx

t=arctanx

puis IPP ou linéarisation.

Exemple 2
d
L[ 1%
dt
2 5

4 Fonctions rationnelles en sinz et
COS &

A calculer [ R (sinz,cosz) dz ou R € R(X,Y)

4.1 Meéthode générale

Changement de variable

t = tan —
2
d’ou
2
r = 2arctant, dv = —— dt,
1+ ¢2
11—t 2t
Ccos T ,sinx =
1+¢2 1+¢2
et

/R(sinmycosac) dz =

2t 1—¢2 2
R dt
/ <1+t2’1+t2>1+t2

fonction rationnelle de t.

t=tan %



Exemple 3

1 f sin x
2 f COos T

3. f 2+cos x

4.2 Cas particuliers

Remarque 1

cos est invariante par x N —T
sin est invariante par x N T — T
tan est tnvariante par © N~ x + T

} mais de ~ —dx

Ceci aide & mémoriser la
Reégle de Bioche Sil'élément différentiel
R (sinx,cosx) dz

est invariant par x ~ —x (resp. x N T—2, T N T+7)
on fait le changement de variable ¢t = cosx (resp. t =
sinz, t = tanx).

On fait ensuite systématiquement apparaitre le
dt = —sinz dx (resp. cosz dx dx)

’ 0052 z

Exemple 4

1. fcos Z dx

sin® x

1
2. f sin? x+3 cos? x dx

3. f cosdzr

5 Fonctions rationnelles en chuz,
shz et e*

A calculer [ R(shz,chz,e”) dz ou R € R(X,Y, Z)
On effectue le changement de variable

t=e
d’ou

1 t2—1 t2+1
r=Int,de =-dt, she = ——, chx = +
t 2t 2t

et

/R(shx,chx,e”) dz =

21 241 1
R|——,—— t]=dt
/ ( 2 2 )t

fonction rationnelle de t.

t=e®

Exemple 5

1. f shx

2. dz

cha

3 fch r+§h3'r 1

Remarque 2 On peut aussi poser t = th3 dou x =
2argtht, do = = t2 dt, shx = 1= t2’ chx = ifg

Remarque 3 (régle de Bioche hyperbolique) Dans
Uexpression R(shx,chx,e®) on remplace shx par sinz
(resp. chx par cosxz). Sila régle de Bioche permet alors
le changement de variable t = cosz (resp. t = sinuz,
t =tanz) on effectue dans R(shz,chz,e”) le changement
de variable t = chx (resp. t = shx, t = thx) puis on force
Uapparition du dt.

6 Fonctions rationnelles en x et
n/ar+b
cr+d
A calculer fR(m," “”b) dr on R € R(X,Y),

cx+d
n > 2, ad — bc # 0.
On effectue le changement de variable

_ ,jar+b
cr+d
d’ou
ar +b b—dt™
= is ¢ = =H(t),de = H'(t)dt
catd T T gn g (t), dw ®)
et

/R (w n/aHb) b —
cx+d
R(H(t),t) H'(t)dt :
/ -8
fonction rationnelle de ¢.

Exemple 6

1. f 1+a:

e v

7 Fonctions rationnelles en = et
Var? + bz +c
A calculer [ R (z,Vaz?+ bz +c) dz ot R€ R(X,Y).

On effectue le passage a le forme canonique dans le
trinome az? + bz + ¢

Cas1a<0,b®—4ac>0

ax2+bx+c=—a(q2—(w—p)2) (g>0);
Valtbre = voae—(@—p)

_(x;p)Q

est défini sur [p — ¢,p + ¢] d’ott le changement de variable

= ¢/-a

T —
p:sint




donc
. .. T —D
T =p+ ¢gsint, t = arcsin , dz = gcostdt,
vazr?+bx +c=qv—acost
et :

[ R (@ Var i) =

/R(erqsint,q\/facost) gcostdt

D

t=arcsin I;
fonction rationnelle en sint et cost.

dx
Exemple 7 [ ETE——

Cas 2 a >0, b*> —4ac < 0

ax2+bx+c:a((m—p)2+q2) (g >0)

vVax? +bx+c

Vay/(z —p)* + ¢2

wair (552)

(défini sur R) d’ou le changement de variable

. - sht
donc
r—p
x =p-+qgsht, t =argsh ——, dx = gchtdt,
q
vaz? 4+ bx +c=qgy/acht
et :

[R (@ Varrimre) =

/R(p+qsht,q\/5cht) gchtdt

t=argsh L—;p
fonction rationnelle en sht¢ et cht.

Cas 3 a >0, b2 —4ac>0

ax2+bx+c=a((a;—p)2—q2) (g >0)

Vvaz? + bz +c est définie sur I =] — co,a] et J =
[8,+o0[ (a=p—q, B=p+4q)

(a) sur I = | —oo,p—¢q|, x <p—gqdonc z—p< —q donc
% <1 dou
T —
P = —cht
q
et

x=p—gqcht, dr = —gshtdt,

Vax? +bxr +c=qvasht, t = argchu.
q

(b) sur J = [p+ q,+oo[, x > p+ g donc ? >1dou

r—p
q

=cht

et

r=p+qcht, der =¢gshtdt et

vVazx? +bx 4+ c=qgvasht avec t = argchu.
q

Dans les deux cas on se rameéne & une fonction rationnelle
en sht et cht.

Remarque 4 On saurait le cas échéant exprimer argsh,
argch a laide des fonctions usuelles. C’est en fait inutile
puisque pour intégrer la fonction rationnelle en sht et cht
obtenue, le changement de variable qu’on effectue ensuite
estu=¢e' =cht+sht qu'on sait donc exprimer dans tous
les cas en fonction de la variable originale x.

8 Problémes insolubles

Voici quelques exemples de fonctions qu’il ne faudra pas
chercher & primitiver. En effet, on démontre qu’il est im-
possible d’expliciter une telle primitive a ’aide des fonc-
tions usuelles.

o [ ett’ dt,

- dt,

Int
Ja=dt,
. pia
f t—1 dt,

Int

) fe_t In ¢ dt,
JIn(Int) dt,
[ sin (¢?) dt,
[ < dt,
1
f v/ a2 cos? t+b2 sin? ¢t d (ab ?é 0)

Cependant on connait exactement certaines intégrales de
ces fonctions ; ainsi les “intégrales généralisées”

too 42 gy _ VT
*Jo e dt=>g,

o [y i=ldt=In2,

+00 sint dt=1=

® Jo t 2




