PCSI - mathématiques

Polynomes a une indéterminée

K =R ou C.
Les polynomes sont nécessaires car

e des expressions telles que ag + a1z + asa® + ... +
an,x™ prennent un sens lorsqu’on substitue & = des
quantités plus générales que des réels ou des com-
plexes (fonctions, suites, endomorphismes, matrices,
..., polynomes !) ;

e lorsque le corps K est “trop petit”, p. ex. lorsque

K = {0k, 1k}, il n’est pas possible de distinguer des

fonctions telles que z — z2—z, 2 — 23 +x, © — zt—22

ou encore la fonction nulle.

1 La K-algébre K [X]

On note K™ T’ensemble des suites a valeurs dans K et
stationnaires en 0O :

A= (an)pen = (a0, ai,..., an, 0, 0, 0, ..., 0, 0, ...).

KM est muni de I'addition et de la loi externe de KV,
dont on voit facilement qu’il est un sev.

On munit K™ de la multiplication définie par : si A =
(an) et B = (b)) e KM Ax B=C=(c,) ou

n
Cp = E a'k:bn—k
k=0

pour tout n € N. On vérifie que :
e x est une l.c.i sur KM ;
e X est associative et commutative ;

e x admet pour neutre la suite
eo=(1,0,0, ..., 0,0,...) ;

e X est distributive par rapport & +.
Alors K™, muni de + et x, est un anneau (commutatif).

Définition 1 On pose K[X] = (K™, +, -, x). K[X]
est la K-algebre des polyndomes o une indéterminée a coef-
ficients dans K.

1.1 Notation usuelle

Notation 1 (symbole de Kronecker)

Si 4, j sont des objets on note

51 sii=]
BITY0 sl i#j

On définit ensuite le polynome ey, = (Jx, n),,c Pour tout
k e N.
Alors pour tout polynéme A = (a,,) on peut écrire

A =apeg +arer + ... +apep + ... :Zanen (1)
(somme en fait finie, puisque A est stationnaire en 0).

Lemme 1 e X ¢; = eg4; pour tous k, | € N.

Il en résulte en particulier que e% = ej41 = e, e‘;’ =

ejez = ez,... , €] = e, pour tout n.
Notation 2 On pose
X =e.
Alors X™ = e, pour tout n et (1) s’écrit

A=ao X’ + a1 X + ..+ 0, XP + .. =Y a X" (2)

1.2 Plongement de K dans K [X]

Soit I'application ¢ : K — K[X], A — Aeg = AX". On
vérifie facilement que

e p(A+p)=pN)+eu),
e p(Ap) =) ¢(u),
e ¢ (1) = Igx,

donc ¢ est un morphisme d’anneaux.

En outre, ¢ est injective (kerp = {0}) (on dit que ¢
est un plongement). Alors, K’ = ¢ (K) est un sous-anneau
de K[X], ¢ est un isomorphisme de K sur K’ et donc K’
est un corps comme K. Compte tenu de ¢, on identifie K
et son image K’ par ¢ en convenant que pour tout A € K,
A= (A) = AX?. K devient ainsi un sous-anneau de K [X]
et (2) s’écrit plus simplement

A=a+a X +...+apXP + ... = ZanX".

1.3 Degré

Il s’agit de préciser ou s’arréte la somme précédente, qui
est finie pour tout A € K[X].

Définition 2 Le degré du polynéme A € K[X] est

—o00 st A=0
deg(A)—{ max(peN|ap,#0) st A#0

Cela signifie que si A € K[X] et deg (A) < n alors A =
> o arXF¥. Plus précisément, si A # 0 et si d = deg (A),
alors A = Zi:o ap X" avec ag # 0.



Définition 3 a4 est le coefficient dominant du polynéme
A. (Il n’est défini que si A # 0).

Définition 4 Le polynéme A (non nul) est unitaire si son
coefficient dominant est égal a 1.

Proposition 1 (Propriétés du degré) On a pour tous
A, BeK[X] et A €K,

1. deg (A + B) < max(deg(A4), deg(B)), avec égalité si
deg (A) # deg (B) ;

2. deg (A A) < deg(A), avec égalité si A £0 ;

3. deg (A x B) = deg (A) + deg (B).

Corollaire 1 L’anneau K [X] est integre.

1.4 Polyndémes inversibles

Proposition 2 Il y a équivalence, pour A € K[X] — {0},
entre

1. A est inversible dans l'anneau K [X] ;
2. deg(A) =0.

L’ensemble des éléments inversibles de Panneau K [X] est
donc

UKX]) = (K[X])" =K
= {AcK[X] | deg(A)=0}.

Ces polyndmes sont appelés polynémes constants.

1.5 Le sev K, [X].
On pose pour tout n € N
B, =K, [X) = {A € K[X] | deg(4) <n}.
On a donc

o Ko[X]={AeK[X] | deg(A) <0} =K (polyndmes
constants) ;

o Ky [X] = {A € K[X] | deg(4) < 1}
={ao+ a1 X | ag,a1 € K} ; etc.

Il résulte immédiatement des propriétés du degré que :
Proposition 3 K, [X] est un sev du K-ev K[X].

Attention, K, [X] n’est pas un sous-anneau de K[X] !

1.6 Division euclidienne

Il y a dans K [X] un théoréme analogue & celui de la division
euclidienne dans Z.

Théoréme 1 (Division euclidienne) Soient A € K[X]
et B € K[X], B #0. Il existe un unique couple (Q, R) de
polynomes tel que

1. A=BxQ+R;
2. deg (R) < deg (B).

@ est la quotient, R est le reste dans la division eucli-
dienne de A par B.

Exemple 1 (et disposition pratique des calculs) :
A=X*-X3+X-2;B=X>-2X+4

2 Racines, fonctions polynémes

2.1 Fonction polyn6éme

Soit E n’importe quelle K-algébre. Par exemple, K, K,
F (T, K), Lx (F), M,, (K), mais aussi pourquoi pas K [X]
lui-méme.

Soit A =" a,X™ un polynoéme de K[X]. On lui associe
la fonction polyndome

A: E - E
x = Alx)=>a, a"

Par exemple :

e Les fonctions polyndmes associées aux polynomes
constants sont effectivement les fonctions constantes
de F dans F,

1 est la fonction constante en 1g,

o X = Idg,
e X7 est la fonction “puissance n” de E dans F.

On vérifie facilement les propriétés suivantes de
I’application X +— X :

1. A+B=A+B:
2. )TAZAA;

3. AxB=AxB;

—

4. = ]-.'F(E,E) .
Cela signifie que I'application A +— A est un morphisme
de K-algebres de K [X] dans E. On a en outre la relation :

—_~—

5. Ao B=A(B).

Remarque 1 Lorsque E = KI[X], et lorsque = est le
polynome X, le caleul de A(X) redonne le polynéme A.
Cela explique que l’on rencontre parfois la notation quelque
peu redondante A (X) pour désigner simplement A.

2.2 Division par X — « et racines

Définition 5 « € K est racine de A € K[X] si A (a) = 0.

Cette définition est la base d’une grande partie de
Parithmétique dans K[X]. En effet, on peut la traduire
par un résultat de divisibilité. Si l'on effectue la division
euclidienne d’'un polynome A par X — «, le reste est de
degré < 1, cad est un polynome constant A. La constante
en question est facile a calculer :

Lemme 2 Le reste de la division euclidienne de A par

X —a est Aa).

On combine cette remarque avec la définition 5. pour
obtenir :

Proposition 4 « est racine de A dans K ssi A est divisible
par X — a dans K[X].



On peut généraliser ce résultat a plusieurs racines dis-
tinctes :

Théoréme 2 Soient o, ..., a, n scalaires deux a deux
distincts. Si pouri =1, ..., n, «; est racine de A € K[X],

H — ;) dwise A dans K[X].

=1

Ce résultat apporte plusieurs conséquences importantes.
Il explique pourquoi les racines d’un polynoéme ne peu-
vent pas étre arbitrairement nombreuses par rapport a son
degré :

1. SiA e K[X], A#0, et si A admet n racines distinctes
dans K alors deg (A) > n.

2. Si A e K[X], sideg(A) <netsiAadmet (au moins)
(n + 1) racines distinctes dans K[X] alors : A = 0.

3. Si A € K[X] s’annule sur une partie infinie du corps
K alors : A=0.

2.3 Racines multiples

On souhaite généraliser la définition 5. tout en précisant
par quelle puissance de X — « le polynéme A est divisible :

Définition 6 Soient A € K[X], « € K et m € N*. On dit
que « est racine de A d’ordre de multiplicité m si

1. (X — )" divise A dans K[X] ;

2. (X — )™ ne divise pas A dans K [X].

Ces deux conditions sont équivalentes a l'existence d’un
polynome Q € K [X] tel que A = (X —a)" Q et Q () # 0.
On peut donner un sens au cas m = 0 en convenant qu’une
racine d’ordre 0 est une “non-racine”.

« est dit racine simple si m = 1, double si m = 2, triple
si m = 3 etc.

Pour obtenir une caractérisation des racines multiples, il
faut utiliser la dérivation des polynémes.

2.4 Dérivation dans K [X]

La dérivation des polynémes est une opération purement
formelle qui consiste simplement a passer d’une suite de
coefficients (un polynome) & une autre.

Définition 7 Si A=) a,X"™ € K[X] on pose

D(A) =) (n+1)an 1 X"

On vérifie les propriétés suivantes de l'application D :
K[X] - K[X]:

1. D(AM+ uB) =AD (A)+ uD (B) (D est un endomor-
phisme de K[X]) ;
2. D(AxB)=D(A) x B+ Ax D(B).

La derniére propriété confére a D son titre de dérivation
de la K- algebre K [X]. 1l en résulte :

e D(A™) =nA""1D(A);
e D(A(B))=D(B) x A’ (B).

Si K = R et si 'on considére les fonctions polynémes
de R dans R, alors la dérivation formelle des polynémes
“correspond” & la dérivation des fonctions réelles dans le

sens ou .

(21) — D (A).
Ceci justifie de reprendre la notation A" = D (A) chez les
polynoémes.

On conserve cette méme notation pour les dérivations

successives. D" signifiant D o ... o D, on note aussi A” =
n “D”
D?(A), A" = D3 (A), ..., A™) = D" (A).

On remarque que si deg(A) < n, deg(4A") < n — 1,
deg (A”) <mn—2, .., deg(A™) <n—n=0: A™ est
un polynéme constant dont il est facile de calculer 'unique
coefficient (c’est nla,,), et A®P) = 0 pour tout p > n.

L’identité de dérivation d’un produit peut étre généra-
lisée & la dérivation n'®™° : on obtient :

Théoréme 3 (Formule de Leibniz) Si A, B € K[X],

(f‘) A 5 Bln—i)
=0

K2

2

n
_ (n
— \J

J

"(Ax B) =

NgE

<

A=)« g)

_ 7'1' () % gl
i+j=n vJ:

2.5 Formules de Taylor

Contrairement aux formules de Taylor pour les fonctions
dérivables, les formules analogues chez les polynémes ne
sont pas des approrimations locales mais des identités
algébriques valables sans restriction. Elles expriment le fait
qu’un polyndéme est entiérement déterminé par la connais-
sance de ses dérivées en un scalaire quelconque.

Théoréme 4 (Formules de Taylor - polynoémes) Si
PeK[X]etaeK:

L P(X 4a)=y E0W@xn
> 4P (X)

=y 2@ (x gy

n!

2. P(X+a)=
3. P(X)

Ces formules fournissent enfin une caractérisation des
racines multiples :

Théoréme 5 Il y a équivalence, pour P € K[X], a € K
et m € N*, entre

1. « est racine d’ordre m de P dans K ;

P(a)=P (a)=..

=P (a)=0

Nous sommes préts maintenant a décomposer les
polynoémes en produit de facteurs premiers.



3 Arithmétique dans K [X]

Rappelons que K[X] est un anneau intégre dont les élé-
ments inversibles sont exactement les polynémes de degré
0, cad les polynémes constants non nuls.

Dans toutes les questions de factorisation de ce para-
graphe, on considére exclusivement des polynémes non
nuls.

Comme dans tout anneau intégre, on dispose dans K [X]
de la relation “divise”. Remarquons que si A | B, alors
deg (A) < deg (B).

Définition 8 Les polynémes A et B sont dits associés si
A| BetB| A Onlenote A~ B.

La symétrie de la relation, sous-entendue dans la formu-
lation, est évidente. En fait, la relation d’association est
une relation d’équivalence sur K[X] — {0}. Donnons-en
deux caractérisations :

1. A ~ B ssi A est le produit de B par un polynome
inversible (A € K*).

22A ~ B & (A|Betdeg(A)=deg(B)) <
(B| Aet deg(A) =deg(B)).

Remarquons que, parmi les diviseurs d’un polynoéme A,
figurent toujours les polynémes inversibles (qui divisent
tout autre) et les polynomes associés a A.

3.1 Polynoémes irréductibles

Définition 9 Un polynome P € K[X] est dit irréductible
lorsque

1. P est non inversible ;

2. Les seuls diviseurs de P sont les inversibles et les as-
sociés de P.

Un polynéme est dit réductible s’il n’est pas irréductible.

Un polynéme irréductible est ainsi un polynéme qui a
aussi peu de diviseurs que possible. Regardons quelques
caractérisations et exemples de cette notion importante :

Proposition 5 P est irréductible dans K[X] ssi
1. deg(P)>1;
2. B| P = deg(B) =0 oudeg(B) = deg (P).
Proposition 6 P est irréductible dans K[X] ssi
1. deg(P)>1;
2. P=AxB=deg(A4) =0 oudeg(B)=0.
Exemple 2

1. Tout polynome de degré 1 est irréductible.

2. Si un polynome de degré > 2 admet une racine dans
K, alors il est réductible dans K |[X].

3. Un polynome de degré 2 ou 3 est irréductible dans
K [X] ssi il n’admet pas de racine dans K.

(a) X? —1 est réductible dans R[X].

(b) X241 est irréductible dans R [X] mais réductible
dans C[X].

4. (a) X*—1 est réductible dans R [X] (et dans C[X]).

(b) X*+1 n’a pas de racine réelle, mais est réductible
dans R [X].

La relation d’association partage KI[X] en classes
d’équivalence. Dans chaque classe de polynomes irré-
ductibles figure un et un seul polynéme unitaire.

Définition 10 Un polyndéme premier est un polynome
1rréductible unitaire.

On note P Pensemble des polynémes premiers de K [X].
On a alors un théoréeme de décomposition en produit de
facteurs premiers dans K [X] analogue a celui de Z :

Théoréme 6 Soit A € K[X]|—{0}. A s’écrit de maniére
unique
A=x]] pm
PeP

ou A € K*, et le produit s’étend au nombre fini des facteurs
premiers P pour lesquels mp > 0.

Comme tout polynéme premier est unitaire, on remar-
que que \ est nécessairement le coefficient dominant de A.
En outre, selon les propriétés du degré, on a deg(A4) =
> mpdeg (P).

Cette factorisation donne lieu a des relations parti-
culiéres lorsqu’elle ne comporte que des polynémes pre-
miers de degré 1 :

3.2 Polyndmes scindés

Définition 11 Un polynome A € K[X]|—{0} est dit scindé
sur K si sa décomposition ne comporte que des facteurs
premiers de degré 1.

La décomposition d’un tel polynéme s’écrit

A=A (X -a)™

ackK

ou seuls figurent dans le produit les racines o de A, my
étant la multiplicité correspondante. Autrement dit, m,
est > 0 seulement pour un nombre fini de scalaires qui sont
les racines de A. Le degré de A est alors Y m,. Cela
signifie qu’en comptant deux fois les racines doubles, trois
fois les racines triples, etc., un polynéme scindé a autant
de racines que son degré.

3.3 Relations coefficients-racines

Soit A € K[X] un polynéme scindé. Notons n = deg (A4),
A = Z}Z:O arX"® et soient xi, .., xz, les racines de
A comptées autant de fois que leur multiplicité.



On définit les fonctions symétriques élémentaires' :

g1 = E ZT;
1<i<n

09 = E TiTj
1<i<j<n

Wy

1<i1<i2<...<ip<n

TLj Ly Tgy,

onp = H €T
1<i<n
Comparons les écritures
Gn—1

an (X” g Ontyn-t o By ao)

Qn an an

A

= an (X —2) (X —22) ... (X — )
Si 'on développe la deuxiéme forme on obtient
A=a, (X" — X" g X+ (=" Jn)
Plus généralement, I'identification des coefficients de X™~%

donne :
Qn—k

Ve, =
(=1)" ok o
Exemple 3
1. A=aX?+bX +c

2. A=aX?+bX%2+cX +d

3.4 Factorisation dans C [X]

Proposition 7 Pour un corps K, il y a équivalence entre
les conditions suivantes :

1. Tout polynéme de degré > 1 admet au moins une
racine dans K ;

2. Les polynomes irréductibles de K [X]| sont les
polynomes de degré 1 ;

3. Les polynomes premiers de K [X] sont les X — a pour
a€e K ;

4. Tout polynome de K [X] est scindé sur K.

Si 'une de ces conditions équivalentes est remplie, on dit
que K est algébriguement clos. C’est le cas du corps C des
complexes :

Théoréme 7 (d’Alembert-Gauss)
C est algébriquement clos.

Ainsi, tout polynome de C[X] admet la décomposi-
tion simple des polynomes scindés, et pour factoriser un
polynome sur C, il est nécessaire et suffisant de connaitre
ses racines et leurs ordres de multiplicités.

1Une fonction symétrique est invariante par toute permutation
des z;. Les fonctions o; sont fondamentales dans le sens suivant :
toute fonction polyndémiale symétrique en les x; admet une expression
polynomiale a ’aide des o;.

Exemples de factorisations dans C [X]
e X" —1;
o X" +1.

Définissons maintenant la conjugaison des polyndémes
complexes afin de préparer la factorisation sur R des
polynomes : si A = > a, X" € C[X], le polyndme conjugué
de Aest A=Y a,X".

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

°
[
I
Q
=
Il
e
|
Qi
=

e AcR[X] & A=A

3.5 Factorisation dans R [X]

On a vu des exemples de polyndmes irréductibles de degré 2
sur R qui prouvent que R n’est pas algébriquement clos. On
ne peut donc pas préjuger du degré des polyndmes premiers
de R[X]. Toutefois, pour décomposer un polynéme sur
R, on peut toujours le décomposer sur C et regrouper les
termes deux & deux conjugués.

Les résultats suivants garantissent que c’est toujours
possible :

Proposition 8 5i A € R[X], si z € C—R et si z est
racine de A dans C, z Uest également et X2—2R (z) X +|z|*
divise A dans R [X].

Proposition 9 Si A € R[X], si z € C—R et si 2
est racine d’ordre m de A dans C, Z lest également et

(X2—2R () X + \z|2)m divise A dans R [X].

Exemples de factorisations dans R [X]
o X 1,
o X241
o X2ntl _q ;

o X2+l 4 1,



