PCSI - mathématiques

Etude métrique des courbes

1 Arcs paramétrés rectifiables

E est R” muni de sa structure euclidienne canonique.
d est la distance associ¢e a la norme euclidienne

d(X,Y) = HXYH Soit F : [a,b] — E un arc paramétré C*
de E. Sid = (z;)o<i<n est une subdivision de [a, b] on pose
UF,d) = X0 d(F(x:), F(zi41)). Apay étant Pensemble
des subdivisions de [a, b] on pose Ap = {{(F,d)|d € Ajgp}-

M=) B= f(b)

Définition 1 On dit que F est rectifiable si Ap est majoré
dans R. Si c’est le cas, la longueur de F' est le réel positif
L(F) = sup(Ap).

En d’autres termes, la longueur de F' est la borne
supérieure (si elle existe) des longueurs des lignes brisées
inscrites sur F.

Remarque 1 On a

|42 - HF 0] = [£i P Fl]
< 70 HF ;) F (x4 H < L(F).
Im(F)
A

On va de A & B “en ligne droite” en considérant le
segment [A, B] comme l'image du paramétrage § : t —
A+tAB de [0,1] dans F

Le calcul donne L(4) = HA—B>H < L(F), donc : “la ligne
droite est le plus court chemin d’un point & un autre”.

On montre :

Théoréme 1 Soit F un arc paramétré de classe C* ou k >
1 de [a,b] dans E (avec a < b). Alors F' est rectifiable et :

b
Lm= | ’ﬁ'(t)H at.

2 Abscisses curvilignes sur un arc
paramétré

F est un arc paramétré C*, k > 1. On ne suppose pas ici
que lintervalle I de départ de F' est un segment.

2.1 Orientation de Im(F))

e On peut aussi paramétrer la méme courbe avec (par
exemple) G : —I — E;t +— F(—t) = F o ¢(t) ou
©(t) = —t est une fonction décroissante de t.

e Plus généralement on passe de F' a un autre paramé-
trage G ayant la méme image (décrivant la méme
courbe) grace a une relation du type F = G o ¢ ou
@ est — on le démontre — un C*-difféomorphisme,
donc une application (strictement) monotone. On dit
alors que F' est de méme sens que G (resp. de sens

contraire) si ¢ T (resp. ¢ |).

e Orienter Im(F) c’est choisir parmi les deux (au
maximum) sens de parcours possibles sur son image.
Si c’est celui dans lequel se déplace un point M = F(t)
lorsque ¢ croit on dit qu’on a orienté Im(F') “dans le
sens des t croissants”.

2.2 Abscisse curviligne

On choisit tg € I. L’application

t»—>a(t):/t:

est l'abscisse curviligne sur F' orienté dans le sens des ¢
croissants d’origine My = F\(ty). L’application o : I —
R;t+ s = o(t) est de classe C! sur I et on a pour tout
tel: L =0(t)= Hﬁ’(t)” . Il résulte immédiatement du
th. 1 que :

ﬁ'(u)H du

Théoréme 2 Sia et b sont des points de I et si Fy,p, est la

restriction de F' & [a,b], F,p est rectifiable et sa longueur
est L(F,p) = |o(b) — o(a)l.

2.3 Cas particuliers

E5 est le plan euclidien R?. (7, ) est la base canonique.

1. Si F est de la forme z — F(z) = (z,y) on y = f(x)
(“courbe d’équation y = f(x)”) orienté dans le sens
des z croissants, si & — s = o(x) est l’abscisse
curviligne sur F' d’origine My = F'(z), on a en posant

Y = (@) Fa) =7+y 7 don |[F@) = vT+y7
et § =0'(2) = V1 +y2



2. Si F est de la forme t — F(t) = (x(t),y(t)) orienté
dans le sens des t croissants, si t +— s = o(t) est
Pabscisse curviligne sur F' d’origine My = F(tp), on a :

F(t) =T+ o/ . dion [|F (0] = /o7 377 et 5 =
2 2
/ t) = /22 +4y2 On a (%) = (i_f) 4 (%11) , ce

qu’on écrit : ds? = da? 4 dy?.

3. Si F désigne la courbe d’équation polaire r = f(6),
donc F(0) = r(f), orienté dans le sens des 6 crois-
sants, et si 0 — s(o()) est I'abscisse curviligne sur F
d’origine My = F(6p) on a : [|[F'(0)]| = Vr2 +172,
donc : % = 00 = Vr24+72. On a (%)2 =
r? + (%)2 , ce quon écrit : ds? = dr? + r2de>.

2.4 Exemples de calculs d’abscisses

curvilignes

1. Cercle C =C(O; a). Une équation polaire est 7 = a
pour 6 € [0,27]. On oriente C dans le sens des 6 crois-
sants et on note s labsmsse curviligne d’origine A =

F(0)=0+a7 Ona$s =Vr2 472 =Va? =a;don
s = fo adu = a#. Longueur : L(C) =s(2m) = 2ma.
2. Chainette. ~ est la courbe d’équation y = ach (%) .

On oriente v dans le sens des x croissants et on note
s labscisse curviligne d’origine A = F (0) = O + a7

OnadlS \/1+y’2*\/1+sh2 ) =ch (%) ; don

s= [y ch(%)du=ash(Z).

3. Parabole. P est la parabole d’équation 2% = 2py ;
2
on la parameétre sous la forme z = pt ; y = %.

On oriente P dans le sens des t croissants et on

note s l'abscisse curviligne d’origine O = F'(0). On

2l = EAE = JFrPE = pIFE

dou s = pfot\/l—l—quu = pfoargSht ch?vdv =

z OargSht (1+ch2v)dv = Lo+ sho ch o3&

B (argsht + tv1+2).

4. Cardioide. C est la courbe d’équation polaire r =
a(l+cosf) pour § € [—m,n]. On oriente C dans
le sens des 6 croissants et on mnote s 1’abscisse
curviligne d’origine A = F(0) = O + 2a?. On

a % = Vr24r? = a\/(1+c030)2+sin20 =
av2+2cosf = 2a,/c082§ = +2a cosg puisque 6 €

—m,m|. Donc s = 2a o cos 4dy = 4asin €. Longueur
[ ) ] 0 2 2 g
totale : L(C) = [s]", = 8a.

3 Paramétrisation par 1’abscisse

curviligne

On note (z,y) le produit scalaire de E = R™.
On montre que si f est une application de classe C* d’un
intervalle I dans E et ne s’annulant pas sur I, ’application

t—

t)H est également de classe C* sur I.

Soit F un arc paramétré C¥ (ot k > 1) de E et régulier
F(t)

(cad : tout point de F est régulier). On a donc ¢ —

qui est CF~1 sur I (puisque F”(t) ne s’annule pas).

Définition 2 F' est un paramétrage normal si

*'(t)H —1

Théoréme 3 Soit F : I — E un arc paramétré régulier et

(abscisse curviligne d’origine My = F(tg) sur F orienté
dans le sens des t croissants) est un CF-difféomorphisme
de I sur Iy = o (I), et Uapplication Fy : Iy — E; s —
Fy(s) = Foo~1(s) est un paramétrage normal (de Im(F) =
Im(Fp)).

vt el,

soit to € I. L’application t — s = o(t) =

Dém. : e o est dérivable sur I et o/(t) = Hﬁ’(t)”

0 puisque F' est régulier. Ainsi en posant Iy =
o (I), In est un intervalle de R et o : I — I
est continue et strictement croissante, donc o est
un homéomorphisme de I sur Iy. Or o est déri-

= &0
est de classe C*~1 sur T il en résulte que o est de
classe C* sur I. Or ¢’ ne s’annule pas sur I donc

finalement : o est un C*-difféomorphisme de I
sur Iop.

V

vable et o’(t)

’ ; comme t — )’ﬁ'(t)”

e Définissons Fy : Iy — E;s — Fy(s) = Fo
o7 4s). Ona Fy = Foo !y or Feto!
sont de classe C*, donc Fy est de classe CF
sur Ip. Pour tout s € Iy on a (071) (s) =

J’(UEI(S)) Hﬁl(gil(g))H (puisque Jl(t) =
*(t)‘) done Fj(s) = (o71) (s).F'(07}(s)) =

m.ﬁ’(o’l(s)) ce qui montre que pour

tout s € Ip : ﬁé(s)” = 1. Ainsi Fy est un

paramétrage normal. ]

Notations usuelles

F:it— M = F(t) est orienté dans le sens des ¢ croissants ;

on note 44 = = F'(t).

On choisit une origine My = F () sur F et on note t —

s = o(t) Vabscisse curviligne sur F' d’ origine My = F(tp).

On an alors : 4 = ¢'(t) = HF' H—H H
o= (s))

dt
On note s — M = Fy(s) (= F( ) le paramétrage

normal par l'abscisse curviligne. On a donc M=F@) =
Fy(s) SFo(S) = F(o7(s)), F(t) = Fo(f{(t)» On pose
t'=4dM — F(s). On a donc : Hﬂ} = = 1 (puisque

dn
Tdt

aM _ dt dM _ L |
I

et par deﬁmtlon = H

Le vecteur £ est le Vecteur tangent en M = F'(¢ ( ) = Fy(s).

4 Courbure des courbes planes

E, est le plan euclidien orienté R%. Si # € R on note
rotg la rotation d’angle 6 de Es. C’est donc I’élément de
SO(E,) dont la matrice est Py = (27 ~*2%) dans toutes
les BOND de FEs.

Si (7,7) est une BOND de E; et si x = a?'+ 37, on a
rotz (x) = =7+ aJ (puisque Pz = (9 7))

On choisit lorsque c’est nécessaire une BOND (7, 7) du
plan FEs.



F est un arc paramétré régulier de classe C* de Ey, avec
ke NU{oo}, k> 2.

4.1 Courbure et rayon de courbure en un
point de F

On oriente F' dans le sens des t croissants et on choisit une
origine My = F'(tp) sur F. On lui associe le paramétrage
(normal) par Pabscisse curviligne : Fy : [y — Ea;8 —
Fyo(s) = F(o7(s)). On a pour tout point M de larc :

M = F(t) = Fy(s) avec s = o'(t) et t = o 1(s). % _
FI(t), 3 = o/(t), ' = Fi(s) i =1

Le vecteur 7 = rotz (t_) est le vecteur normal a l’arc
en M. La tangente en M est la droite Tpy = M + RE =

M + Rd(f‘t/[ et la normale en M est Ny = M + Rni, qui

. : 17 | dM
admet pour équation (M X T) = 0.

eOn a M = F() = Fys) = Fo(o(t)), donc
= F'(t) = o' (1) Fy (o (1)) soit Gl = § - 4 = 1.
Ainsi % = f et comme % = o'(t) = ’ﬁ’(t)”,
H H > 0, ce qui montre que % et ¢ sont

cohnealreb et) de méme sens.

e Comme ¢ = FJ(s), la fonction s — = M et de
classe CF=1. Si i = a7+ 7, les fonctions s — « et
s+ (3 sont de classe C*~1 et comme 7 = —B7+a 7, la
fonction s — 7 est de classe C*~1. De plus les fonctions
ts=o0(t) et s—t=0"1(s) sont de classe C*. Par
suite : ¢ et @i sont des fonctions de classe C*~1 des
parametres s et t.

-,

e On apour tout s : (£(s)|#(s)) = 1 d’ot par dérivation
(possible car k—1>1): 2 (f(s) | g—g) =0, donc g—f €

= R7, ce qui montre qu’il existe une fonction s — p
telle que :
dt

= 1
A (1)
Le réel p est la courbure (algébrique) en M.
e Pour que l'on ait p # 0 il faut et il suffit que (t_; g—g)
soit libre (puisque det(gﬁ) (t_: 3—5) = ‘(1) ‘ = p), Clest

a dire que (ﬁé (s), FJ/(s)) soit libre, ce qui montre que

p est non nul si et seulement si M n’est pas un point
d’inflexion géométrique. Dans le cas ou p # 0 on pose
R= % : rayon de courbure (algébrique) en M, et [ =
M + Rt : centre de courbure en M. Le cercle C =
C (I; |R]) est le cercle osculateur en M ; c’est le cercle
qui “ressemble le plus” & la courbe au voisinage de M*.

e En dérivant la relation (£|7) = 0 (vraie pour tout s)
on obtient (g—gm) + (£]42) = 0 ; comme (g—f\ﬁ) =
p(ii|7) = p, ona (4£[t) = —p.

e Comme (77| 7) = 1 pour tout s, la dérivation donne
2 (d’? ﬁ) =0.Or (t,ﬁ) est une BON de Es (car Ht_H =
|7 =1 et £ L ), donc :

dm -

= pi 2

P (2)
Sit=ar+B7,onafi=—FT+ajeta®+p>=1,
donc Det (t_; i) =15 -8

5 o (t_; ﬁ) est une
BON directe de Es.

= 1, donc :

Le repeére (orthonormal direct) (M ( 7 )) est le repére
de FRENET en M, et les formules (1) et (2) sont les formules
de FRENET en M.

On a : Det (ﬁ %) = Det (f, pit) = pDet (f, it) = p (car
Det (£,7i) = 1) donc :

L di dM d2M
=D — ) =Det | —, —— | :
P et (t’ ds) et ( ds 7 ds? > 3)

p est une fonction de classe C*~2 des paramétres s et t.

4.2 Calcul de p et R en fonction du
paramétrage initial

Le paramétrage d’origine est ¢ — F'(t) orienté dans le sens
des t croissants. Calculons :

dM _ ds dM dQM_ﬁMJF(Q)? d>M
t — dt ds dt?2 T dt? ds t ds?
puis
227 7 2 Vi
=0
ds dM (ds\2 d2M
+Det (4 42, ()" 44)
ds\3 AN d®M )\ _ (ds)\3
= (%) Det (42, £) = (4)%)
donc :
1 dM d2M
we(Ew) o
dt
avec dt = H

ldans le sens suivant : la tangente a v en M présente avec v un
contact d’ordre 2 en M (cad : coupe y en — au moins — deux points
confondus en M). Il en est de méme de toute courbe (e. p. de tout
cercle) tangent a v en M. Le cercle osculateur a la particularité de
présenter avec v un contact d’ordre 3 en M.



1. F est la courbe d’équation y = f(x). On a dM g

dz
y' Jouy = f(z); %27124 = y" 7donc Det (dl‘f, ‘ggf‘:{[ =
y | =y Or g = HdMH = /1 +y? donc :
1" 1 12)3/2
p= 7(1 +ZI2)3/2 et R= 7( +5// ) ) (4.a)

2. F est donnée par le paramétrage en coordonnées

cartésiennes (z(t),y(t)). On a %—Af =27+ yY7;

acM _ e " ds _ _ 2 2
oz = 2" v+y" 7 Comme g = H—dt H =" +y

on obtient :
B 7 I R CCRN
Py T T .
y/ y//

3. F est la courbe d’équation polaire r = f(6). % =
vatrd, S = —nard; b= 4| =
Vr2 4+ 72 donc :

I A T
P = (T2+T/2)3/2 - (T2+T12)3/2 : ( .C)

ce qui s’écrit aussi, sur un intervalle ou r ne s’annule
pas :
1\3 (1 1\
(+) (;+ (+) )
- 3/2°
1\2 1\/2
(B +®)7)
2,'4/2 L

Remarque 2 5i M = O, r =0 donc : p= TR = T

(4.d)

4.3 Utilisation de ’angle ¢ = (7, 1)

On montre qu'il existe une fonction s — @(s) de classe
CF1 telle que pour tout s : t = i(p) (ou 4(0) = cosO7+

sin# 7), ce qui signifie que (7,£) = ¢ pour tout s.

Comme 7 = rotz (() ona: @ =i(p+3)=1u(p). Or
a

t = i(y) donc en dérivant : g—{ =pi= %f w(s)) = %f i
donc : q 1
® s
=—;R=—. 5
P= s do (5)

1. F est la courbe d’équation y = f(z). On a t =
dM _ dz dM _ d—m(f—&—y'ﬁ = cos 7+ sin 7 donc :

ds = ds dx
cosp = 4 sinp = y ,avec 3£ = et 95 = HM

1492 Ces formules permettent, dans les cas favo-
rables, de calculer ¢ comme fonction de z.

2. F' est donnée par le paramétrage en coordonnées
cartésienneﬁs (x(t),y(t)). On a dcf‘t/[ =2'7+ 4y 7. Donc

dM 2 2 P dM  _

H 22 +y?  Comme t = G& =
d“”"—&—ij—cosgoz—i—smcpjona

T dy

cosp = —, sinp = —. 6

p= g5 s = (6)

.ode _ dax dt / dt Ao dy g dt .

Or: ¢ = G7 g = 2/ q et de méme 3 = 3y’ 3¢ ;

de 1 _ 1
avec o = % = g Cela permet, dans les cas
favorables, de calculer ¢ comme fonction de ¢, d’ou

p_Hﬁse:%f%,R:%etI:M+Rﬁ(avecﬁ:

—BT+ajsit=ai+ ).

4 : ; _ dM _
3. F est la courbe d’ equatlon polaire r = f(0). < =
i+ rd, gg H H = V72 +7'2. On pose ¢ =
(ﬁ(@)%). Alors % = H%H(coswﬁ—i—sinzbﬁ’),
soit
o r
cosv,/):E, smzb:E. (7)
do do

Ceci permet, dans les cas favorables, dobtemr )
comme fonctlo/n\de 0. Or ¢ = (% f) = (z,%) =
(%, u(9)) + (ﬂ'(ﬁ), 48 donc : ¢ = 6 + 1. On obtient
ainsi ¢ comme fonction de 6 d’ou p = HE =dedd p_

a6 ds’
1 , I =M+ Rii (avec it = (o + 5) = (0 + ¢ + ).

4.4 Développée d’une courbe plane

F est un arc paramétré C¥ (avec k € NU {oo} et k >
3) sans point d’inflexion géométrique. On oriente F' dans
le sens des t croissants et on utilise toutes les notations
précédentes.

Le centre de courbure en M est I = M + Ri#. Le
point I est une fonction de I'abscisse curviligne s et du
parameétre t. Or les fonctions ¢t — M, t+— et t+— R= =

sont respectivement de classe C¥, C¥=1 et C*~2 (car p =
Det (dM d M)) donc : la fonction ¢t — I = M + R est

ds * ds?
de classe CF—2.

Lorsque t (ou s) varie, le point I décrit une courbe qui
est par définition la développée T de Parc v = Im (F') . C’est
I’ensemble des centres de courbure en tous les points de F.
Cette développée est paramétrée & I'aide du parameétre ¢ ou
de T’abscisse curviligne s (puisqu’on passe de t & s par un
CF-difféomorphisme).

— —
On a OI = OM + R+ donc

Q.
~y
Q.
2

= +RYE 48—+ R(—p)t+9E7

N——
=—1

o

3
|

[o B

s

|
o
25



Ainsi, en général : la tangente a la développée T en I est
la normale & la courbe v en M.

y=Im(F)

Remarque 3 Si l'on s’intéresse uniquement & la dévelop-
pée, il n'est pas nécessaire de calculer tous les éléments
métriques pour en obtenir un paramétrage. Puisque t =

COSQD?‘FSiIlQDjZ%T+%ﬁﬁ:*%;+j—§jet]%:g—;
donc Rt = f%?+g—z]—'et enfin I = M + Ri =
O+ Xv+Y7ou:
X:x—g—g
Y =y+ 4z
YT e

4.5 Exemples de constructions de dévelop-
pées

1. Chainette y = ach (%) .

% = chZ. t = ﬁ(?—l—bhfﬂ ;on =
5= (=sh£7+7). La courbure estpzw =
1 z

de%h; :ach+£;le rayon de courbure estR:ach2§.
= —achZshZ7+achZj Le centre de courbure
est =M+ RiA=0+X7+Yjou:

X:xfachfshg
Y =2ach%

X est impaire et Y est paire donc la développée I' est
symétrique par rapport & Oy (comme C). On étudie
sur Ry.

X'(2)=1-ch2 <0;Y'(z) =2sh(£) >0

T 0 400
X'(x) <0

X 0 N, —
Y'(x) >0

Y 2a )/ +x

Point stationnaire pour z = 0. X" (z) = —2sh 22 =0
en 0, Y (z) = 2ch (%) # 0 en 0 donc c’est un re-
broussement (“p = 2”), compte tenu de la symeétrie il
ne peut étre que de 1°7° espéce.

Branche infinie pour z — +o0 :

X _ z—achZsh? 1.1z
Y = Tmaz - “teo —3shg — —00 [z — od],

donc branche parabolique de direction Ozx.

M

2. Cycloide.

La cycloide v est “le lieu d'un point d’'un cercle qui
roule sans glisser sur une droite”. Soient les points
comme sur le schéma :

Y

0]
On a M = A
at? + aj + av(t) avec (U(t),—7) = t dou
@V (t) = @ =)+ (=57 (t) = =5 —t donc T(t) =
cos (—% —t) 7+ sin (—% —t) J= —sint?¥— costj.

Un paramétrage de « est donc :

X =at —asint
F(t){ Y =a —acost

y est 2m-périodique et = (t + 27) = x (t) + 2mwa donc
F (t+27) = toper (F (t)) : on construit 'image d’un
segment de longueur 27 et on lui applique des trans-
lations de vecteurs 2kwai, k € Z.

x est impaire et y est paire : on construit 'image de
[0, 7] et on applique une symeétrie par rapport & Oy.
2'(t) =a(l —cost) >0; 4y (t) =asint > 0.

t 0 U
()| 0 >0
T 0o / arm
y() |0 >0
Y 0 )/ 2a
Point stationnaire pour ¢ = 0 : F"'(f) =
asint? + acost] = aj en 0 donc (“p = 27)

c’est un rebroussement, qui est de premiére espéce
a cause de la symétrie par rapport a Oy. D’ou le tracé :

2a

0] 2am



Ecrivons le vecteur dérivé

ﬁ'(t) = a(l—cost) T+asinty
= 2asin% (sin%i’—i—cos%j)
d’ou :
"ﬁ/(t)” = % = 2a|sin% = +2asin% si on

s’intéresse a la développée de I'image de [0, 27] ;

T 1 il _oin bt .t
t = ﬁ/(t)HF(t)—bln2Z—|—COb2
1
2

sin( — ) 7dou p. ex. p =
: _de _ 1 _ 1 1 _ 1 _
duit p = Hase T dedt T 2asind (75) et R = s

.t 5 - t > L A 2
—4asnt1§. D’autre part 7 = —cosg ¢ +sing J; Rit =

NE
&

4asin £ cos £ 7— 4asin® L7=2asint7—2a(1 — cost) J

2 2
etenfin I=M+Ri=0+X7+Y Jou

X = a(t+sint)=a(t—sin(t—m))
= a(t—m—sin(t—mn))+ar;
Y = —a(l—cost)=—a—acos(t—m)

a(l—cos(t—m))—2a

ce qui peut se résumer par
I(t) =tari—2a7(F (t—m))

donc pour obtenir la développée de l'image de
[0,27r] on part de limage de [—m,n| et on lui
applique une translation de vecteur anw? — 2a ). En
particulier, la cycloide est isométrique & sa développée.

~ M

. Cardioide r = a (1 4 cos¥).
On a déja calculé pour 0 € [~m, 7] : g5 = 2acosg. 1l
s’ensuit

o 1 / _ 1 ! = —/
t = qmant 0= seeg (E0O) +r 7 (0))
— a0 2 0 -
= —slngu+Ccos5U
d’ou p. ex. ¢d:g+gdetgp:0+¢:379+%_ On
4 _ _ 1 _ 1 3 — 1 _
en déduit p = 35 = ‘“ﬁ_mcosg (2 et R=1=

%‘l cos g. Par ailleurs,

S 4
R = 5
= —20(1+cos) i — 2sinf
et finalement :
I = M+Ri=0+a(l+cosb)u

2 2
—§(1+cosﬁ) ﬁfgasirwﬁ’

2
= O+ % (1+cosf) 4 — ?asiHHﬁ/.

Maintenant, pour reconnaitre une transformation
géométrique simple faisant passer de la cycloide a
sa développée, il faudrait une équation polaire de
cette derniére. Mais comme le repére ou cette équa-
tion polaire devient visible n’est peut-étre pas celui
d’origine, un détour par les coordonnées cartésiennes
est inévitable. Ecrivons donc I = M+R7i = O+ X 1+
Y 7ou

X = §(1+0089)0059+23—asin29
= g (COSH—COS29+2)

Yy = g(l—i—cosG)sinQ—Q—gasianose
= %(sin@ —sinfcosd).

Il y a un point stationnaire pour # = 0, ce qui cor-
respond au point 2 = (27“, 0). Plagons 'origine d’un
nouveau repére en {) : dans le repére R’ = (Q, (7, 7)),
le paramétrage de la développée I' devient :

X = gcosﬂ(lfcosﬁ)
Y = gsinﬁ(l—cosﬁ)

Dans le nouveau repére Ry = (2, (=7, —7)) ce paramé-
trage devient :

X, = —gcosﬁ(l — cosd)
Y1 = —%cos@(l — cost)
soit finalement en posant 61 =6 — 7 :
X, = %cosGl (14 cosby)
YT = %sin&l (14 cosby)

ce qui correspond & ’équation polaire :
a
=g (1+cosby).

Ainsi, la développée d’une cardioide est une autre car-
dioide.

Plus précisément, pour développer 'image de [0, 7] (p.
ex.) il faut considérer l'image di) [—7, 0] et lui appli-

quer une translation de vecteur Of) = %‘1 7’suivie d’une

homothétie de centre Q) et de rapport f%.
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