PCSI - mathématiques

Intégrale multiple

1 Généralités

L’extension a R™ de l'intégrale est basée sur la notion de
pavé fermé :

Définition 1 Un pavé fermé de R™ est un produit de seg-
ments

P = [al,bl] X ..o X [an,bn] .

On étend ensuite la notion de subdivision (on subdivise
chacun des segments), puis celle de fonction en escalier,
intégrable, et I'intégrale de RIEMANN (sur un pavé fermé).

Pour l'intégrale sur une partie (bornée) quelconque A,
on procede ainsi. Soit f: A — R et soient P et () des pavés
fermés contenant A :

P

@

P — R
On définit fp: |z = f(z)siz€A et fo de méme en rempla-
z +— 0si zeP—A

cant P par ). On montre que fp est intégrable sur P ssi
fq est intégrable sur Q, auquel cas [, fp = fQ fq- Cette

valeur commune est l'intégrale de f sur A, notée [, f.

A est mesurable si la fonction caractéristique de A, x 4 :
A—=R;xzr— xyu(z) =1 est intégrable sur A. La mesure
ou volume' de A est alors mes (A) = vol (A) = [, x4

Enfin on retrouve les propriétés fondamentales de
Pintégrale : linéarité, positivité, additivité par rapport au
domaine d’intégration.

2 Intégrales doubles

Commencgons par le type de domaine le plus simple :

2.1 Intégrale sur un pavé fermé

Soit P = [a1,b1] X [az, b] un pavé fermé de R? :

b,

a,

a, b,

Le th. de FUBINI en dimension 2 s’énonce ainsi :

1Te terme d’aire est réservé a la dimension 2.

Théoréme 1 (Fubini) Si P = [a1,b1] X [az,ba] est un
pavé fermé de R?, et si f : P — R est continue sur P,
alors f est intégrable sur P et :

Jo= L

bg b1
= / [ f(:vl,xg) dx1] dl‘z

On se raméne donc & deux intégrales simples, qui peuvent

étre calculées dans un ordre quelconque?.

ba

f (2171, £E2) d$2‘| d:El

Remarque 1 Si f(x1,22) = fi(x1) fo(z2), intégrale
double se décompose directement comme produit de deux

intégrales simples : fP f= f;ll f1 ffj fa.
Exemple 1 a > 0, P = [0,a] X [0,a] ; calculer l'intégrale
double I = [,y e~*¥ dzdy.

2.2 Intégrale sur un domaine quelconque

On se contentera d’envisager certains cas particuliers ou
le domaine revét une forme bien précise.

2.2.1 Sommation “par piles”
Soient ¢, 9 : [a,b] — R continues; et soit
A={(z1,22) |21 € [a,] et p(21) <2 <9 (1)}

On inteégre donc sur un domaine du type ci-dessous :

z, Y

a b T,
Dans ces conditions, on a le

Théoréme 2 (“sommation par piles”)

1. A est mesurable et mes (A) = f; (¥ (z1) — o (x1)) day ;

2. 8t f: A— R est continue sur A, f est intégrable sur

Aet:
b h(w1)
/f:/ / f(.’L‘l,ZCQ)dJJQ d.’l?l.
A a (1)

2Cela ne dispense pas, en pratique, de faire attention a I'ordre pour
que le calcul soit le plus simple possible.




Notons que dans le cas particulier ou les fonctions ¢ et
1) sont constantes, on retrouve le th. de FUBINI.

Exemple 2 Aire du domaine elliptique 2—2 z—j <1

2.2.2 Changement de variables

Ce théoréme permet de transformer le domaine d’inté-
gration et / ou de simplifier Pexpression de la fonction a
intégrer.

Définition 2 Si f: U C R? — R? ; (21, 22) — (y1,y2) ou
1 = f1(z1,22), y2 = fa(x1,x2) admet une différentielle
en a € U, le jacobien de f en a est

Oxo

8L (0) 4

90 () 90 (g
Jf<a>:det<df<a>>=' (@) ()|

Notation 1 On écrit également

D (y1,y2)
Jr (a) Dty 12)
Théoréme 3 (changement de variables) Soient U et
V' des ouwverts de R?. Soit ¢ : U — V est une appli-
cation C* sur U. Soit A C U une partie mesurable telle
que @ (A) C V soit mesurable et que l’ensemble des points
de v (A) ayant plusieurs antécédents par ¢ soit de mesure
nulle. Soit f : ¢ (A) — R est intégrable sur ¢ (A). Alors
fop:A— R est intégrable sur A et

[0<A>f:A<fo¢> Tl

y1 = ¢y (z1,22) |

En d’autres termes, si ¢ est définie par _ :
Y2 = @o(T1,72)

D
M dzydas

)
D (361,1’2)

/ [ (y1,y2) dyrdye = /f* (x1,x2)
p(A) A

en notant
[ (@, m2) = fop(ar,22) = f(y1 (z1,22) , 42 (21, 22)) -
2.2.2.1 Coordonnées polaires

Le passage en coordonnées polaires dans le plan se tra-
duit par 'application

) Rz — R2
PG o (et
M
W

|

< |

|

Yoo

0 T

@ est C*°. On peut toujours supposer que sur le domaine
A étudié est inclus dans D : {(Tégg% . Alors, les points de

© (A) ayant plusieurs antécédents par ¢ seront situés sur le

demi-axe Oz, donc formeront toujours une partie de ¢ (A)
d’aire nulle. Le jacobien de ¢ est
D (x,y)

Jw(r,g):m =

sin 6 rcosf

cos) —rsinf ‘

Par suite, si A C D est mesurable ainsi que ¢ (A) et si
f: ©{A) — R est une application intégrable sur ¢ (A),

f o est intégrable sur A et [\ f = [, (fop) | ], soit

/ f(z,y)dzdy = / f*(r,0) rdrdd
©(A) A
avec

o 1*(r,0) = [ (reosf,rsin6) = fo o (r,0);

e ©(A) : domaine “en cartésiennes” ;

e A : domaine “en polaires”.

Exemple 3 Calculer l'intégrale I = fD V2 + y2dzdy ou
D est le domaine défini par les inégalités : {f§22+y2§2y :
2.2.2.2 Changement de variable affine

Voir 1’énoncé de ce résultat en dimension 3 (§ 3.2.3.3).

2.3 Formule de Green-Riemann

La formule de GREEN-RIEMANN permet de transformer
une intégrale double sur un domaine A en une intégrale
simple (“curviligne”) étendue au “bord” AA (supposé C!)
de A :

Théoréme 4 (Green-Riemann) Si P et Q sont C' au
voisinage de A,

/(@_G_P) dxdy:/ Pdz+ Qdy
A\ 0z dy dA

ou lintégrale (“curviligne”) du membre de droite se définit
comme

b
/ [P (z(t) ' (t) +Q(y (1) y (1)) dt

ot F : [a,b] — R?; t— M() = (x(t),y(t)) est un
paramétrage® (C!) de larc 9A.

2.3.1 Application aux calculs d’aires

On peut utiliser la formule de GREEN-RIEMANN pour
calculer laire A de la portion de plan A : il suffit de choi-
sir convenablement P et () pour avoir au premier membre
Iélément d’aire (le “dzdy”) du plan.

Coordonnées cartésiennes

On doit avoir ‘Z—g — %—1; = 1. Il y a donc plusieurs possi-

bilités, notamment P = -4, Q = £ :

2.3.1.1

1
.A:—/ xdy —ydz.
2 Joa

cette expression est intéressante lorsqu’il s’agit de tirer
parti des symétries éventuelles de A, cf. 'exemple suivant :

Exemple 4 Aire du domaine délimité par [’astroide
x=acos’t, y = asin®t.

30n vérifie que cette définition est indépendante du paramétrage,
cf. le chapitre “opérateurs différentiels”, § “circulation”.



2.3.1.2 Coordonnées polaires

On peut aussi envisager le cas des coordonnées polaires.
Supposons que 0A soit paramétré par 6. On calcule avec
x =rcosd, y=rsinf : dv = —rsinfdd, dy = r cosdf et
A=1L[  ady—ydz=1 [, r*(cos® 0+ sin®6) db soit

Azl/ 2 de
2 Joa

(formule de GREEN-RIEMANN en polaires).

Exemple 5 Aire du domaine délimité par la cardioide
r=a(l+ cosb).

3 Intégrales triples

3.1 Intégrale sur un pavé fermé

Le th. 1 se généralise aisément aux dimensions supé-
rieures :

Théoréme 5 (]:—“llbil’li) Si P = [al,bl] X [G/Q,bQ] X [a3,b3]
est un pavé fermé de R3, et si f : P — R est continue sur
P, alors [ est intégrable sur P et :

by bo b3
/f:/ dwl/ dzo f(x1, 22, x3) da3
P al as as

biy biy big
=/ dxil/ dz;, f(x1, 22, 23) day,
ail ai2 a

i3
pour toute bijection o : k v+ iy, de [1,3].

3.2 Intégrale sur un domaine quelconque

Le th. 2 se subdivise en deux variantes :

3.2.1 Sommation “par piles”

Soit B est une partie mesurable de R2. ¢, 1 : B — R sont
continues sur B et V (z1,22) € B, ¢ (x1,x2) < ¥ (21, 22).
On suppose que le domaine A est de la forme suivante :

A = {(wl,xg,xg) €R3| (xl,flig) eB
et ¢ (v1,22) < w3 <P (21,22)}-

Cette définition est illustrée par le schéma suivant :

V(1) -

P(@,2,) N \'j
T

On obtient la généralisation du th. 2 :

Ty

Théoréme 6 (sommation “par piles”)

1. A est mesurable et
mes (4) = [ (6= ) (a1, 2)) doadoa
B

2. Si f: A— R est continue sur A, f est intégrable sur
Aet:

P(z1,22)
/f:/ d961d332/ [ (x1, 22, 23) dos.
A B p(x1,2)

(Au lieu de privilégier la variable x3, on aurait le méme
théoréme en remplagant x3 par x; ou zs.)

Exemple 6 Calculer le volume du “coin” de R3 :
A:{(SC,y,Z) |SCZO, yZO, ZZO, x+y+z§ 1},

ainsi que I = [, mdxdydz,

3.2.2 Sommation “par tranches”

Soit maintenant A est une partie bornée de R3. On a
donc, si ¢ = (z1,2z2,23) € A:a <z3<bh
Pour x5 € [a, b] on définit la “tranche” de cote x3 :

B(.’E3) = {(.%'1,1‘2) | (.’L‘l,ZCQ,.’E3) S A}

Cela peut se schématiser ainsi :

Tyl ~

8
=

On suppose de plus que pour tout x3 € [a,b], B (x3) est
mesurable dans R? et que I'application x3 +— mes (B (z3))
est continue sur [a, b].

Alors on peut énoncer :

Théoréme 7 (sommation “par tranches”)

1. A est mesurable dans R3 et
b
mes (A) = / mes (B (x3)) dxs ;
a

2. 5t f: A— R est continue sur A, f est intégrable sur
Aet:

b
/f:/ d$3/ f(:I?l,xQ,.’Eg)d:I?ld.’EQ.
A a B(z3)

La encore, ce n’est pas forcément la troisiéme coordonnée
qui joue un roéle particulier.

Exemple 7 Volume d’une la pyramide de base d’aire A et
de hauteur h.



3.2.3 Changement de variables

La définition 2. se généralise naturellement. La nota-
tion 1. devient

UCR® — R3
(z1,22,23) — (Y1,Y2,Y3)

Notation 2 Le jacobien de f :
a € U est noté

en

D (y1,92,93)

J = .
f(a) D(l’l,ﬁCQ,xg)

Le th. 3. s’étend de méme. Son énoncé développé s’écrit,
y1 = @1(T1,22,23)
si @ est définie par les relations {yz = @o(z1,22,23)
Y3 = pz(x1,22,23)

/ I (W1, y2,y3) dyidyedys =
»(A)

D (y1,y2,v3)

dzidxad
D(mlaanxii) Treracts

f*(x1, 22, 23)
A

en notant
fO(‘D(.’El,CCQ,.’Eg)
= [y (z1,22,23),92(...),y3(...)) -

I ($1a$27$3)

3.2.3.1 Coordonnées cylindriques

Le passage en coordonnées cylindriques dans I’espace se
traduit par I’application

R} — R3
T r cos O
[% — 7 sin 6
z z

trés similaire & celle des coordonnées polaires dans le plan.

Y28

@ est de classe C*°. On peut supposer A C D : {S§g<27r .

Ainsi, les points de ¢ (A) ayant plus d’un antécédent sont

situés sur Oz et forment toujours une partie de ¢ (A) de
volume nul. On calcule le jacobien de ¢ en (1,0, 2) :

D (z,y,2) cos —rsinf 0
Jw(r,Q,z):%y’: sinf rcosf 0 |=r.
0 0 1

Par suite, si A C D et ¢ (A) sont mesurables et si 'appli-
cation f : ¢ (A) — R est intégrable sur ¢ (A), f o ¢ est
intégrable sur A et [, f = [, (f o) |[Jy| soit

f(z,y,2)dedydz = / £ (r,0,2) rdrdfdz
P (A) A

avec
o f*(r,0,z) = f(rcosf,rsind,z) = foyp(r6,z);
e ¢ (A) : domaine “en cartésiennes” ;
e A : domaine “en cylindriques”.

Exemple 8 Volume de la fenétre de VIVIANT (intersection
d’une boule B de rayon a et d’un cylindre C de rayon §
tangent intérieurement a B).

3.2.3.2 Coordonnées sphériques

Le passage en coordonnées sphériques dans ’espace se
traduit par I’application

R} — R3
T T cos @ sin ¢
(9) = (rsin@sinap)
® T COS Y

Attention, ce n’est pasle “r” des coordonnées cylindriques :

(L

Z[~ ~
oM
-
¢ \
|
|
0 | Y
| -
x 0 T e
r>0
¥ est de classe C*°. On peut supposer A C D : {0<0<2w .
0<p<m

Ainsi, les points de ¥ (A) qui ont plusieurs antécédents,
situés sur Oz, constitueront toujours une partie de 1) (A)
de volume nul. On calcule le jacobien de ¢ en (7,0, @) :

D (z,y,2)

D(r,0,¢)

cos@sing —rsinfsin g rcosfcos ¢

sinfsiny rcosfsing rsinfcosp
cos ¢ 0 —7rsing

Jy (1,0, ¢)

= —r?singp
Par suite, si A C D et ¢ (A) sont mesurables et si 'appli-
cation f : 1 (A) — R est intégrable sur ¢ (A), f o9 est
intégrable sur A et [,y f = [, (f ov) |Jy| soit

/ f(z,y,2)dzdydz = / f*(r,0,¢) r? sin pdrdfdy
P(A) A

avec
o f*(r,0,p) = f(rcosfsinp,rsinfsinp, rcosp)
=fot(r,0,0);

e ) (A) : domaine “en cartésiennes” ;
e A : domaine “en sphériques”.

Exemple 9 Volume d’une boule de rayon a.

3.2.3.3 Changement de variables affine
On considére une application affine bijective
0:RP SR X —((X)+B
(ot £ = L(y) : partie linéaire de ). ¢ est C' sur R? et
pour tout X € R3, dp (X) = ¢. Par suite, J,, (X) = det (¢
(constant) et si A est une partie mesurable de R3, si

f:p{A) — R est intégrable sur ¢ (A), f o ¢ est intégrable
sur A et :

f= |det€\/ fop.
P (A) A

En particulier, si f est constante en 1 :
mes (p (A)) = |det £| mes (A4) .
Exemple 10
2
o Volume du domaine ellipsoidal 2—2 + & z—; <1;

e Volume du parallélotope construit sur trois vecteurs u,
vetw:P={au+Pv+yw|a, s, ve0,1]}.



