PCSI - mathématiques

Géomeétrie affine euclidienne

Dans ce chapitre, &, désigne un espace affine euclidien,
cad un espace vectoriel euclidien F,, muni de sa structure
affine canonique. En pratique I’entier naturel n sera égal
a 2 ou 3. Le produit scalaire est noté ( - | - ) ; la norme
euclidienne ||-||.

1 Notion d’application affine

Soient £ et F deux R-espaces affines (cad, deux R-ev E et
F munis de leurs structures affines canoniques). Soit f une
application de £ dans F.

Définition 1 L’application f est affine s’il existe une ap-
plication linéaire p € Lg (E, F) telle que

FX) (V) = (XY)
pour tous X, Y € £.
Lemme 1 L’application ¢ est alors unique.
Définition 2 ¢ est la partie linéaire de f notée

¢=L(f).

On note en particulier les relations, valables pour tous
A Xe& Zek:

FA+E) = F(A) +(@ : F(X) = f(4) +¢ (4AX).

Ces formules signifient que pour connaitre une applica-
tion affine, il ne suffit pas de connaitre sa partie linéaire. Il
faut en outre donner I'image d’un point (quelconque) par
cette application.

Exemple 1

1. Si f est constante, f est affine et L(f) = Opg,r)
(application nulle) ;

2. (E=F) Siac E, la translation de vecteur @ est
tz:€E—E; X—X+d
ta est affine et L (tz) = ldg.

3. (E=F) Si A€ & et A € R, 'homothétie de centre A
et de rapport A\ est

—
har:€—E; X A+ AAX

hax est affine et L (hax) = AIdg (homothétie vecto-
rielle de rapport \).

4. projections et symétries affines, cf. 1.4.

1.1 Expression dans un repére

Munissons £ et F de repéres affines R = (0 ; U) et R' =
(O"; V) et considérons I'application f de & dans F qui as-
socie & un point X de £ de coordonnées (a:] ) 1<i<p dans R le
point Y de F dont les coordonnées dans R’ sont (yl)
avec

1<i<n’

yl = a171$1 + . + al)pmp + bl

YU = apixl .+ anpaP + b7

Ceci peut se résumer par ’écriture matricielle

Y=AX+8B

Y1 1 by
oY = ], X = |, B= : et A= (ai,j)lgign
y.,n I.p b.n 1<j<p

est une matrice de M,, ,, (R).

On a bien str f (O) = B. Il est alors immédiat de vérifier
que si p € Lg (E, F) est définie par mat (¢ ; V,U) = A,
les relations ci-dessus correspondent a 1’écriture vectorielle

f(X)=£(0)+¢ (OX)

autrement dit : f est 1’(unique) application affine de £ dans
F telle que f(O) = B et L(f)=.

On peut ainsi reconnaitre une application affine directe-
ment sur son expression analytique.

1.2 Composition d’applications affines

La composée de deux applications affines est encore une
application affine. Plus précisément :

Proposition 1 Si f (resp. g) est une application affine de
Uespace affine £ (resp. F) dans Uespace affine F (resp.
G) alors go [ est une application affine de £ dans G et :

L(gof)=1L(g)oL(f)-

1.3 Applications affines bijectives

Les propriétés d’une application affine sont, pour
I’essentiel, déterminées par celles de sa partie linéaire.

Proposition 2 Soient f une application affine de € dans
F et ¢ sa partie linéaire.

1. f est injective ssi ¢ est injective ;

2. f est une surjection de € sur F ssi @ est une surjection
de E sur F ;

3. f est une bijection de £ sur F ssi ¢ est un isomor-
phisme de R-ev de E sur F'.



Dans ce dernier cas on peut préciser :

Proposition 3 Soit f une application affine bijective de €
sur F, et soit ¢ sa partie linéaire. Alors f~1: F — & est
une application affine de F dans £ et :

On donne un nom a ’ensemble des applications affines
bijectives de £ dans &£ lui-méme :

Notation 1
GA(E)={f:& — & affine | f bijection de £} .
GA(E) est le groupe affine de €. 1l est en effet immédiat

que GA (€) est un groupe pour o (s.g. du groupe de toutes
les bijections de &).

1.4 Projections et affines

orthogonales

symétries

Soit F = A+ F une sva de &, définie par un point A et un
sev F' de E,.

Définition 3 La projection (resp. symétrie) affine ortho-
gonale sur F (resp. par rapport & F) est la projection
(resp. symétrie) affine sur F (vesp. par rapport a F)
parallélement ¢ F+.

C’est donc 'unique application affine pr (resp. sx) de
&, dans lui-méme ayant pour partie linéaire L (pr) = 7p
(resp. L(sx) = o), projection (resp. symétrie) vectorielle
orthogonale sur F' (resp. par rapport a F)) et laissant fixe
tout point de F.

—_— o 5 .. —_—

Notons AX = ¢+ Z'la décomposition du vecteur AX sur
la somme directe E,, = F @&, FL+. On a donc

pr(X) = Atrp (B) —A+g

sF (X)

A+0F(X)?>:A+g‘—z

1.5 Distance d’un point & une sva

Soit X un point quelconque de &, et notons H = px (X).
Soit Y un autre point de F (distinct de H ou non). On
—_— == — —
écrit YX=YH+ HX et H, Y € F donc YH € F tandis
—
que HX =2 1L F.

H = pAX)

On applique le théoréme de PYTHAGORE :

2
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d’ou

d(X,H) = min(d(X,Y) |Y eF)
= fdX,Y)|ver) € ax;r).
En outre, si Y € F vérifie d(X,Y) = d(X ; F) =
d(X,H), la relation (1) montre que HﬁHQ = 0 cad
Y = H. On retrouve ainsi dans le contexte affine le ré-
sultat classique de géométrie euclidienne :

Proposition 4 H = pz (X) est l'unique point de F qui
réalise la distance de X a F.

2 Isométries affines
Une isométrie est une application conservant les distances :

Définition 4 Soit f : £, — &,. [ est une isométrie si f
est affine et

d(f(X), f(Y)) =d(X,Y)
pour tous X, Y € &,.

Les isométries affines correspondent aux endomor-
phismes orthogonaux dans le sens suivant :

Proposition 5 Soit f une application affine de &, dans
lui-méme. Il y a équivalence entre

(1) f est une isométrie de &, et
(2) ¢ =L(f) € O(Ey).

Ce résultat permet de mettre en évidence plusieurs
exemples d’isométries affines, ainsi que les propriétés élé-
mentaires de ces applications :

Exemple 2

1. Idg, ; les translations ;
2. Les symétries affines orthogonales ;

3. Les endomorphismes orthogonaux considérés comme
applications affines.

On déduit également de la proposition 5. les propriétés
élémentaires suivantes :

e Les isométries affines respectent I'orthogonalité et les
angles ;

e Toute isométrie affine est bijective (car sa partie
linéaire ’est) ;

e Le déterminant de la partie linéaire d’une isométrie
affine est +1.



2.1 Groupe des isométries de &,

Définition 5 On note
o Is(E,) = {f : & — &, | f isométrie de E,} ;
o Iy (€)= {f € Is(&) | det(L(f)) = +1} ;
o Is_ (€)= {f € Is(&) | det(L(f)) = ~1}.

Les éléments de Isy (&,) (resp. Is_ (€,)) sont appelés
isométries directes (resp. indirectes) ou déplacements
(resp. antidéplacements) de &,.

On déduit facilement de la proposition 5. les résultats
de structure suivants :

Proposition 6 Is(&,) est un groupe pour o (s.g. de
GA(E,)) dont Isy (£,) est un sous-groupe.

Remarque 1 La composée de deux antidéplacements est
un déplacement.

Les points suivants aideront & préciser les éléments de
Is (€,) lorsque n = 2 ou 3.

Définition 6 Une rotation (affine) de &, est un déplace-
ment de £, admettant au moins un point fize.

Lemme 2 Toute isométrie de &, est la composée d’une
translation et d’un endomorphisme orthogonal de E,,.

Définition 7

e Une réflexion est une symétrie affine orthogonale par
rapport & un hyperplan affine. (C’est toujours une
isométrie indirecte.)

e Un demi-tour (ou retournement) est une symétrie
affine orthogonale par rapport o une droite. C’est une
isométrie directe lorsque n est impair, indirecte sinon.

3 Isométries du plan
Théoréme 1

1. Tout déplacement de £ est une translation de vecteur
a ou une rotation de centre A ;

2. Tout antidéplacement de & est soit une symétrie or-
thogonale par rapport & une droite D, soit la composée
commutative d’une symétrie orthogonale par rapport a
une droite D et d’une translation de vecteur @ € D
(“symétrie glissée”).

On peut préciser le classement en fonction de la présence

ou non de points fixes :

3.1 Isométries directes

avec points fixes sans points fixes

fan f(01)

a
N M M

rotation translation

3.2 Isométries indirectes
avec points fixes sans points fixes

M D

£(0)
symétrie /D

symétrie glissée

3.3 Génération par les réflexions

Comme les rotations et les translations peuvent étre
réalisées comme composée de deux réflexions (symétries par
rapport aux droites, dans le cas de &) on obtient :

Théoréme 2 Toute isométrie directe (resp. indirecte) de
&y est composée d’au plus deux (resp. trois) réflexions.

En particulier, les réflexions engendrent le groupe Is (£,,).

4 Similitudes

4.1 Similitudes vectorielles
4.1.1 Définition

Une similitude vectorielle est une application conservant les
rapports entre les normes des vecteurs :

Définition 8 f € L (F,) est une similitude (vectorielle)
de 'espace vectoriel euclidien E,, s’il existe k € RY. tel que
pour tout x € By,

1 @) = k]| (2)

On en déduit que pour tous z, y € E,, v # 0Og, :
% = % k est appelé le rapport de la similitude f.
Notation 2 On note S(E,) l'ensemble des similitudes
(vectorielles) de E,,.

S (Ey) est un groupe pour o (s.g. de GL (E,,)).

4.1.2 Caractérisation

Soit f une similitude vectorielle de rapport k. Posons
g = .f: alors g € L(E,) et vérifie ||g (z)|| = |lz|| pour
tout x € F,. Donc g est un endomorphisme orthogonal :
g€ O(E,), et f =k.g. La réciproque est évidente. Ainsi :

Proposition 7 Un endomorphisme de E, est une simili-
tude ssi il est la composée d’une homothétie et d’un endo-
morphisme orthogonal de E, .

Il en résulte que les similitudes conservent les écarts an-
gulaires — et notamment 1’orthogonalité!.

La décomposition est évidemment commutative (puisque
les homothéties commutent avec tous les autres endomor-
phismes) mais pas unique : en effet si f = k.g, alors aussi
f = (=k)(—g). On retrouve I'unicité si 'on impose k > 0.
On peut alors poser (si f = k.g avec k > 0) :

1On peut montrer que cette propriété est caractéristique.



Définition 9 f est une similitude directe (resp. indi-
recte) si g € SO (E,) (resp. O~ (E,)).

Seules les premiéres forment un groupe (s.g. de
(S(F),0)). Les similitudes directes conservent en outre
les angles orientés.

4.2 Similitudes affines
4.2.1 Deéfinition

Une similitude affine est une application (affine) conservant
les rapports des distances entre points :

Définition 10 f : &, — &, est une similitude affine s’il
existe k € R tel que

d(f(X),f(Y)) =kd(X,Y)
pour tous x, y € &,.

Une similitude affine conserve donc les écarts angulaires
(le parallélisme, I'orthogonalité) et bien sir transforme un
triangle en un autre triangle semblable. Elles forment un
groupe pour la loi o.

4.2.2 Caractérisation

Alors comme dans le cas vectoriel, si g = % f, g vérifie

_ —_
d(g(X),g(¥) = s(X)g (V]| = X7
implique que g est affine (et donc une isométrie affine).
Par conséquent, la partie linéaire ¢ de g est une isométrie
vectorielle et celle de f est L(f) = k L(g) = ke est une
similitude vectorielle.

La réciproque est vraie : si L (f) = ke ou ¢ € O(E,),
L (%f) = ¢ dont il résulte (prop. 5) que g = %f est une
isométrie affine et donc f = k.g est une similitude affine.
En conclusion :

, condition qui

Proposition 8 Les similitudes affines sont exactement les
applications affines dont la partie linéaire est une similitude
vectorielle.

On peut donc distinguer, comme dans le cas vectoriel,
entre similitudes directes et indirectes :

Définition 11 La similitude affine f est directe (resp. in-
directe) ssi sa partie linéaire ¢ est directe (resp. indirecte).

4.2.3 Similitudes planes

L’identification de £ au plan complexe fournit une descrip-
tion des similitudes planes. Soit f: C — C.

o [ est une similitude directe de & (~g C) ssi f(z) est
de la forme az +boua € C*, be C;

o f est une similitude indirecte de & ssi f (z) est de la
forme az+boua e C* beC.

5 Isométries de &;
Théoréme 3

1. Tout déplacement de E3 est soit une rotation d’azxe D,
soit la composée commutative d’une rotation d’axe D
et d’une translation de vecteur @ € D, direction de D
(“vissage”).

2. Tout antidéplacement de Es est soit la composée com-
mutative d’une symétrie orthogonale par rapport a
un plan P et d'une translation de vecteur @ € P
(“symétrie glissée”), soit la composée commutative
d’une rotation d’axe D et d’une symétrie orthogonale
par rapport & un plan P L D.

On obtient la classification suivante :

5.1 Isométries directes

sans points fixes
f(M)

avec points fixes

M .éE. F()

vissage

rotation (ou translation)

5.2 Isométries indirectes

avec points fixes sans points fixes

M

rotation d’axe D symétrie glissée
o symétrie /P L D Y !

5.3 Génération par les réflexions

En dimension 3, une réflexion désigne une symétrie par
rapport a un plan.

Les mémes remarques qu’en dimension 2 peuvent étre
appliquées, toutefois la situation est plus compliquée dans
le cas des isométries directes a cause de I'existence des vis-
sages.

Théoréme 4 Toute isométrie directe (resp. indirecte) de
& est composée d’au plus quatre (resp. trois) réflexions.

Les réflexions de &5 engendrent donc également le groupe
Is (£3). (On peut montrer que ce résultat est général.)



