PCSI - mathématiques

Fonctions hyperboliques

1 Les fonctions sh et ch
Définition 1 On pose pour tout z € R :

et ;e % eT _ e~ T

2

chx = et sha =

Ainsi, ch (resp. sh) est la partie paire (resp. impaire) de
la fonction exponentielle :

{ ch(—z) = chax:
sh(—z) = —shuz :

ch est paire,
sh est impaire.

Théoréme 1 sh et ch sont de classe C° sur R et :
ch’ =sh ; sh’ =ch.

Six €R, chz >0 dou les variations de sh sur R :

T | —00 0 400
sh’z >0 1 >0
sh - 0 /7 4o0

On en déduit le signe de sh sur R et donc les variations de
ch :

T | —00 0 +o00
ch'z <0 0 >0
ch | 400 N\, 1 /7 4+

On remarque alors que chz > 1 pour tout = € R.
SizeR,e* =chx+shx et e = chx —shx donc en
multipliant :
ch?>z —sh?z =1

d’ott le nom de fonctions hyperboliques pour sh et ch
qui peuvent étre utilisées pour paramétrer une hyperbole
équilateére.
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fonctions ch, sh et 1/2exp

Formules de trigonométrie hyperbolique

1. formules d’addition :

ch(z+y) = chazchy+shzshy
sh(z4+y) = shachy+chzshy
ch(z —y) = chachy—shashy
sh(zx —y) = shaxchy—chashy
2.
chzchy = 1(ch(z+y)+ch(z—y))
shashy = 3 (ch(z+y)—ch(z—y))
shzchy = 3 (sh(z+y)+sh(z—y))

3. formules de doublement :

ch2z = ch?z+sh?z=2ch’z—1
= 1+2sh?%z
sh2r = 2shzchz
d’ou :
1+ ch2x
Wy = ———
¢ 2
ch2z —1
hy = —/——
sh“x 5

2 Fonction th

Définition 2 On pose pour tout x € R :

shz
the = —.
chz
Ainsi th est impaire et du signe de shz, qui est lui-méme
du signe de .
th est de classe C*° sur R et pour tout z € R :

, 2 42
th' g = dhz_sh" 2 g,nc .
ch® z

1
th'e = — =1—th%z>0
ch”x
d’ou |thz| < 1.
T |foo 0 +o00
th"« >0 1 >0
th -1 S0 +1

fonction th



3 Fonctions hyperboliques inverses

3.1 Fonction argsh

La fonction sh est continue strictement croissante sur R et
lim_,,sh = —o0, lim; o sh = +o00. Par suite sh est une
bijection de R sur R et on peut poser :

Définition 3 argsh = sh™*
(réciproque de la fonction sh).

argsh est donc une bijection (7) de R sur R et pour tout
r €R: y=argshz < shy = z. argsh est impaire comme
sh.

On a donc sh (argshz) = = d’ou

ch (argshz) = +1/1 + sh? (argsh ) = /1 + 22.

Soit alors € R. Posons y = argshx. sh est dérivable en
y et sh’y = chy > 0 donc # 0. Par conséquent argsh est
dérivable en x et

1 1 1
Sh/y _@ o \/1—|—x2.

La fonction argsh servira donc notamment & exprimer des
primitives.

argsh’ z =
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fonction argsh

3.2 Fonction argch

La fonction ch est continue strictement croissante sur R
et ch0 =1, lim, ch = 4oc0. Par suite ch est une bijection
de Ry sur [1,4+o00[ et on peut poser :

-1
Définition 4 argch = (ch|R+>

(réciproque de la restriction a Ry de la fonction ch).

argch est alors une bijection (1) de [1,+oo[ sur Ry et
pour tout z € [1,+oo] :

y=argchr < y > 0et chy ==x.

On en déduit ch (argchz) = = d’on

sh (argchz) = —l—\/ch2 (argchz) — 1 (car argchz > 0)
= 2 —1.

Soit alors € ]1,+o00[. Posons y = argchx : y > 0. ch
est dérivable en y et ch’y = shy > 0 (puisque y > 0) donc
# 0. Par conséquent argch est dérivable en x et

1 1 1

argch’' v = —— = — = ——.
& ch'y shy 2 —1

La fonction argch est donc aussi un outil de calcul des
primitives.

0] 1 T

fonction argch

3.3 Fonction argth

La fonction th est continue strictement croissante sur R
et lim_o, th = —1, lim; o, th = +1. Par suite th est une
bijection de R sur | — 1, 1] et on peut poser :

Définition 5 argth = th™!
(réciproque de la fonction th).

argth est donc une bijection (1) de | —1, 1] sur R et pour
tout x €] — 1,1[ : y = argtha < thy = x.

On a pour tout z € | —1,1[: th(argthz) = .

Soit alors & €] — 1,1[. Posons y = argthz. th est déri-
vable en y et th'y = Chﬁy =1—th%*y > 0 donc # 0. Par
conséquent argth est dérivable en z et

_ 1 1
th'y  1—th?y 1—a2

argth’ x =

Cette expression est fondamentale dans certains calculs de
primitives.
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