PCSI - mathématiques

Fonctions circulaires

1 La fonction z — e¥

On définit pour tout z € R :
el = cosz +isinz

On a alors : ’ei“” = 1 pour tout z, x — €l* est dérivable
par rapport & x de dérivée i €'*. Par suite, x +— €7 est
indéfiniment dérivable sur R et pour tout n :

n
d ix _ ln eia;
daxm
On a en outre :
1 —iz iz iz —iz s
i—x:e =eT =e" =¢ = COSx —1SInx.
e

On en déduit :

cosz = = (e +e7') et sinx = % (e —e™).
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2 Les fonctions sin et cos

Définition 1 cosx = Re(e'?) et sinx = Im(e®
z € R.

) pour tout

Théoréme 1 sin et cos sont de classe C*° sur R et :
! . L
cos’ = —sin ; sin’ = cos.
Siz€R, 1= e =+/cos?x + sin® z donc :
cos’z +sinz = 1.

cos(—xz)Fisin(—z) = €= = e71* = cosz—isinz donc :

{ cos(—z) = cosz :

sin(—z) = —sinx :

cos est paire
sin est impaire.

cos0+isin0=¢e'%=e% =1 donc :

cos0 =1,sin0 = 0.

Formules de trigonométrie

1. formules d’addition :

cos(z + y) coszcosy — sinx siny
sin(z +y) = sinzcosy -+ coszsiny
cos(x —y) = coszcosy+sinzsiny
sin(z — y) sinx cosy — cos z siny
2.
coszcosy = i (cos(z+y)+ cos(z—y))
sinzsing = 1 (cos(z—y) — cos(z +y))
sinzcosy = i (sin(z+y)+sin(z —y))

3. cos(x +y) + cos(z —y) = 2cosz cosy d’ou
cosp+cosq—2cos(p+q)cos(p2q)

cos(z —y) — cos(z + y) = 2sinxsiny d’on
cosp — cos q = 2sin (pJ”I) sin (132)

sin(z + y) + sin(z — y) = 2sinz cosy d’ou
sinp + sing = 2sin (p+q) cos (E51)

4. formules de doublement :

cos2r = coslz—sin®x =2cos?z —1
= 1-—2sin’z
sin2x = 2sinxcosx
d’ou :
9 1+ cos2x
cos‘’y = ———
2
.9 1 —cos2x
sin“y = ———
2

3 Le nombre 7

Théoréme 2 A ° {ZE €R|z >0 et cosz =0} est non
vide et admet un plus petit élément p > 0.

Définition 2 On pose w = 2u o
p=min({z € Rt | cosz =0}) : € R, 7 > 0.

3.1 Etude de cos et sin sur [0,3] = [0, 1]
Lemme 1 Pour tout x €]0, 5[, cosz > 0.

Par conséquent, sin est strictement croissante sur [0, 5].
2

Comme sin0 = 0, sing > 0. Or 1 = binQ% + cos =
sin? Z % + 0 donc sm2 % =1, donc sin § = 1.
s
_ T 0 5
sin’ x = cosx >0 0
sin o /7 1
cossz=—sinz | 0 <0
cos 1 N, 0
On déduit des variations de sin que cos’ vz = —sinz < 0
pour tout z €]0, %[ donc cos | sur [0, 7.
A )
On a €7 = cos g +ising = i, 7 = (e‘2) = -1,
3 o .o N2
6137 — el% el — —i, 62171' — (elﬂ") =1.
el(e+3) — cireid — i(cosz +isinz) = —sinz + icosz.
D’ou :
cos(z+3) = —sinz=cos'w
sin(z+ %) = cosz =sin’



On en déduit que pour tout n € N :
cos™z = cos (w + %)
sin™2 = sin (x + ”—2”)

el(@+m) — ez o™ — _ (cosx +isinzx) d’ou

cos(z+m) = —cosz

sin(zx+7) = —sinz
el(®+27) — ¢l 2™ — {(cosx + isinx) d’ou :

cos(z +27) = cosz

sin(x +27) = sinz

Théoréme 3 27 est période de cos et sin.

cos (5 —z) =cos(—z + §) = —sin(—z) =sinz
sin (3 —z) =sin (-2 + §) = cos(—x) = cosz
cos(m — ) = cos(—x + m) = —cos(—x) = —cosx
sin(m — z) =sin(—z +7) = —sin(—x) = sinz

3.2 Etude de cos et sin sur [0, 27]

T 0 5 T 37” 27
sin’ >0 0 <O <0 O >0

sin o /1 X\ 0 N -1 0
cosz |0 <0 <0 0 >0 >0 0
cos T N 0 N -1 7 0 e 1

On déduit de cette étude que 27 est la plus petite période
strictement positive, cad la période fondamentale de sin et
oS .
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4 Fonctions tangente et cotangente

Pour chaque réel x pour lequel ces expressions sont définies

on pose
cosx

sinx
tanx = —— ; cotanz = — .
cos T sin z
On a ainsi :
D(tan) =R — (5 +7Z) = U,cz]5 + (n —
D(cotan) = R — 7Z = |J,,c 7, (n + D)xl.
tan et cotan sont de classe C* sur leurs domaines respec-

tifs et : tan’ @ = SBTES IC;:;“;“SI“ 2 Qo ;

m, 5 +nrf et

tan’ z = — =1+tan’z
cos? x
N.B. La relation —— = 1+ tan’z pour = € I est
importante en elle-méme, et pas seulement en tant
qu’expression alternative de la dérivée de tan.

—smx(—su}ag)—coswcosa; donc :
sin? x

D’autre part cotan’ z =

cotan’z = ——— = — (1 + cotan®z) .
sin“ x
donc tan T, cotan | sur chaque intervalle inclus dans son
domaine de définition.
On a tan(—zx) = —tanz, cotan(—z) = —cotanz et
tan(z + 7) = tanx.

4.1 Etude de tan sur | — 7, I
T -5 z
tan’ x >0 1 >0
tan - 0 7 +4oo
d’ot tanz = tana & x € a + 77
\ A \
y
\ |
\ |
\ |
\ |
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fonction tangente

4.2 Etude de cotan sur |0, 7|

T 0
cotan’ <0 -1 <O
cotan +oo N\ 0 N —

SIE]
3
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fonction cotangente

On a tan (7 — x) = —tanx ; cotan (m — z) = — cotan .
Les fonctions tan et cotan sont reliées par :
-1

tanx
1

tanx

tan (ar—i—%) = = —cotanx

= cotanx

tan (% —33) =

(donc la fonction cotan “fait double emploi”).

__ sin(z+y) _ sinzcosytcoszsiny 77
tan(x + y) "~ cos(z+y) = coswzcosy—sinzsiny d’on
tanz 4+ tan
tan (z +y) = Y

1 —tanxztany



et par conséquent

tanz — tany

t —y) =
an (z = y) 1+ tanztany
et : 9t

anzT

tan (20) = ——.

(22) 1 —tan’zx
tan%zl;tan%:\/g;tan%:%et
1+ tanz

t i W el

an(x+4) 1—tanzx

On a d’autre part les expressions suivantes de sin x, cos
et tan x en fonction de £ = tan 5 qui sont d’une importance
fondamentale dans plusieurs domaines, par exemple les cal-
culs de primitives, parce qu’elles sont rationnelles.

Théoréme 4 Soitx € R tel quet = tan 5 soit défini, alors

11
cosr = m,
o
smr = m,
tanx = 2t .
1—¢2

Enfin tanz peut s’exprimer & 'aide de sin 2z et cos 2z :

sin 2x

t =
anwe 1+ cos2x

5 Fonctions circulaires inverses

5.1 Fonction arcsin

La fonction sin est continue, strictement croissante de
[, 5] sur [-1,1]. Donc c’est une bijection entre ces deux
intervalles, et on peut poser :

Définition 3
. déf. [ . -1
arcsin =" (sin|_, , .
-Z.%)

Ainsi arcsin est une bijection T de [~1,1] sur [-F, T], et
pour tout x € [ —1,1],

. T T .
y=arcsinz & y € [—5,5] et siny = x.

Comme sin, arcsin est impaire. On a sin(arcsinz) =
x pour tout x € [—1,1]. Par contre, seulement pour
y € [—g, %], arcsin(siny) = y. On vérifie facilement
cos(arcsin z) = v/1 — 22 pour tout z € [—1,1].

Soit x € | —1,1[. Posons y = arcsinz (€ | — 5, 5[). sin
est dérivable en y et sin’y = cosy > 0 (donc # 0). Il en
résulte que arcsin est dérivable en x et

L, 1 1 1 1
arcsin’' ¢ = —— = = :
sin'y  cosy  cos(arcsinz)

V=22

Cette derniére formule donne a la fonction arcsin une
partie de son importance pour le calcul de primitives et la
résolution d’équations différentielles.

<
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5.2 Fonction arccos

La fonction cos est continue, strictement décroissante de
[0,7] sur [-1,1]. Donc c’est une bijection entre ces deux
intervalles, et on peut poser :

Définition 4
def. -1
arccos = { cos|, .

Ainsi arccos est une bijection | de [—1,1] sur [0, 7], et
pour tout x € [ — 1, 1],

y =arccosx & y € [0, 7] et cosy = x.

On a cos(arccosz) = z pour tout x € [—1,1], mais
arccos (cosy) seulement pour y € [0,7]. On vérifie facile-
ment sin(arccosz) = V1 — 22 pour tout x € [—1,1].

Soit € ] —1,1[. Posons y = arccosz (€ ]0,7[). cos
est dérivable en y et cos’y = —siny < 0 (donc # 0). Il en
résulte que arccos est dérivable en x et

1 1 1 1

arccos’ z = = =— =
V1—22

cos’y siny sin (arccos x)

Ce dernier résultat traduit une relation entre les fonc-
tions arccos et arcsin, que ’on peut justifier par dérivation
ou par un calcul de trigonométrie direct :

Proposition 1 Pour tout z € [—1,1],
7T .
ArccosT = o — arcsin.

Ceci rend la fonction arccos un peu redondante par rap-
port & arcsin.
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-1 O 1 T
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5.3 Fonction arctan

La fonction tan est continue, strictement croissante de
] =%, 5[ sur R. Donc c’est une bijection de | — 5, 5[ sur R
et on peut poser :

Définition 5

)

Alors arctan est une bijection (T) de R sur | — Z, Z[ et
pour tout z € R,

def.
arctan = (tanhf

s
R

V2

T
y = arctanz < y € ]_E’E[et tany = x.
On a tan(arctanz) = z pour tout z € R et
arctan (tany) =y poury € | — 7, Z[.

arctan est impaire comme tan.

Soit « € R et posons y = arctanx. tan est dérivable en
y et tan’y = 1 +tan?y > 0 (donc # 0). Il s’ensuit que
arctan est dérivable en x et

I 1 1
tan’y 14tan’y 1422

arctan’ z =

Cette formule est d’une importance fondamentale pour
les calculs de primitives.
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