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PCSI - mathématiques

Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Généralités
Définition 1 Un espace vectoriel sur K est un triplet

(E,+,.) ou (E,4) est un groupe abélien et

KxFE — FE
Nz) — Az

une loi de composition externe & opérateur dans K telle
que pour tous x, y € E et A\, pe K :

EVl) la=x;

EV2) Mz +y)=Az+A\y;
EV3) A4 u).x = x+px;
EV4) A (px) = (Ap) ..

Les éléments de E sont appelés vecteurs, par opposition
aux éléments de K appelés scalaires'. Il est d’usage de dé-
signer ces derniers par des lettres grecques.

Le neutre de F pour + est le vecteur nul noté Og.

1.1 Regles opératoires

On déduit immédiatement des axiomes les régles de cal-
cul suivantes, valables pour tous z, y € E et pour tous A,

nek:
(] )\.OEZOE;
e 0.z =0g;
e Ax=0g=A=0o0uxz=0g;
e —(Az)=(-N).x=\(-2);
e A\ (z—y)=Ax—A\y;
e (A—pu).x =Xz — px, ete.

Les axiomes (EV2) et (EV3) peuvent par ailleurs étre
généralisés aux sommes finies de vecteurs ou de scalaires.

Exemple 1

1. Le corps K lui-méme, muni de son addition et de la

pour tous \€ K, x € E, 2’ € E'. Alors E x E' est un
K-ev (structure canonique de K-ev produit). En par-

ticulier K2 = K x K, K3, ..., K® sont canoniquement
des K-ev.

4. Espace vectoriel F (X, E) : si E est un K-ev et si X
est un ensemble, on munit F (X, E) de sa structure
canonique? de groupe et de la loi externe . définie par

M X —=E; z— \f(2)

Alors F (X, E) est un K-ev (structure canonique de
K-ev sur F (X, E)).
En particulier, RN, F (I, R) sont des R-ev.

1.2 Combinaisons linéaires

Soient E un K-ev, n un entier naturel non nul et x1, ...,
x, n vecteurs de E. Les combinaisons linéaires (c.l.) de
(21, ...,x,) sont les vecteurs de E de la forme

n
A X
i=1

ol A, ., A" e K (3).

Cette notion est “transitive” dans le sens suivant : si
pour j =1, ..., p, y; est cl. de (z1,...,z,,) et si z est c.l. de
(Y1, ..., yp) alors z est c.l. de (21, ..., y).

2 Sous-espaces vectoriels

Soit E un K-ev. Soit F' une partie de FE.

Définition 2 F est un sous-espace vectoriel (sev) de E si

(SEV1) 0g € F;
(SEV2) Va e F,Vy e F,z+yc F;
(SEV3) VAeK, Ve e F, Ax € F.

Compte tenu de (SEV3), (SEV1) peut étre remplacé par :

loi . définie par A\.ao = A« pour tous A\, a € K est un (SEVD)) F # 2.

K-ev (structure canonique de K-ev sur K).

2. Plus généralement, si K est un sous-corps de L, IL est
un K-ev pour la loi .
Ainsi, C est un R-ev (et cette structure est différente
de la structure de C-ev de C).

3. Espace vectoriel produit : si E et E' sont deux K-ev,
on munit E x E' de sa structure de groupe produit® et
de la loi externe . définie par :

A (z,2') = (A, \2')

1Ce n’est pas une définition intrinséque, cf. exemple 1.1.
2 ¢f. chapitre “structures”.

(SEV2) et (SEV3) peuvent étre résumés par :

cda=dapour €K, aeL. (SEV2) VA, peK, Ve, ye F, e +py e F.

Il résulte de (SEV1) et (SEV2) que F est en particulier
un sous-groupe du groupe (E,4+). En outre, muni de la
restriction (& K x F)) de la loi externe de E, F est un K-ev
(inclus dans E).

En particulier, toutes les combinaisons linéaires de vec-
teurs de F' appartiennent a F'.

311 est d’usage de noter les indices des scalaires en position supé-
rieure (“régle de covariance des indices”). Il n’y aura jamais ambi-
guité avec des exposants.



Exemple 2
1. {0g} et E (sev triviauz*);
2. R est un sous-R-ev du R-ev C;
3. CVO(R) c CV (R) c B(N,R) Cc RY;
4. D(I,R) C C°(I,R) C F(I,R).

Par contre, les suites monotones (resp. les fonctions
périodiques) ne forment pas un sev de RY (resp. F (I,R)).

2.1 Sous-espace vectoriel engendré

Remarque 1 Si F et G sont deuz sev du K-ev E, FNG est
un sev de E. Plus généralement, l’intersection d’un nombre
quelconque de sev de E est un sev de E. Attention, il n’en
est pas de méme pour la réunion, cf. les exercices.

Soit P une partie du K-ev E (on ne suppose pas que P
est un sev de F).

Théoréme 1 (et définition) L’ensemble de tous les sev
de E contentant P admet un plus petit élément (mod C) :
le sev de E engendré par P noté (P) ou vect (P).

Si P = {z1,..,x,} on note aussi (z1,...,z,) et on parle
de sev engendré par la famille (z1, ..., zp).

Pour montrer que F' = (P), on doit donc vérifier trois
conditions :

e F est un sevde E;

e PCF,

e pour tout sev Gde F, PC G=F CG.

Exemples et propriétés

L (2) = ({0s}) = {0r};

2. si Fest unsevde E, (F)=F;

3. PCQ=(P)C(Q);

4. sia € E, (a) = ({a}) =Ka ={Xa | A e K}.

La généralisation de ce dernier exemple conduit & une
description “par lintérieur” du sev engendré par une
partie P : (P) est I’ensemble des combinaisons linéaires
Z?Zl )\i.xi d’éléments z1, ..., x, de P (avec n € N* et )\1,
ey AT EK).

2.2 Somme de sous-espaces vectoriels

On a vu que la réunion n’était pas une opération adaptée
ala notion de sev. On peut se demander, étant donnés deux
sev F' et G du K-ev F, quel est le sev engendré par FFUG.
La définition suivante apporte la réponse :

Définition 3 La somme de F et G (sev du K-ev E) est
F+G={y+z|yeF,zeG} :

ensemble de toutes les sommes d’un vecteur de F et d’'un
vecteur de G.

Il est immeédiat que F + G est un sev de E (et en fait,
F + G = (FUG)). L’opération “somme” sur les sev du
K-ev E posséde les propriétés suivantes, pour tous sev F',
Gde E:

e clle est commutative et associative;

° F+{OE}=F+F=F(5),

4Les sev non triviaux de E sont les sev propres de E. Les sev de
E autres que E sont les sev stricts.
511 est donc fauz en général que F+G =F+G' = G =G".

e F+E=F,;

e plus généralement FF + G =G < F C G.

Cette définition admet un cas particulier spécialement
utile.

2.2.1 Sommes directes

Soient F' et G deux sev du K-ev E.

Définition 4 La somme F + G est directe si pour tous
yeF, zeG :

y+z2=0=>y=2=0g.
On la note alors F & G (%).

Cela signifie que le vecteur nul peut s’écrire d’une seule
maniére comme somme d’un vecteur de F' et un vecteur de
G. Ceci peut étre généralisé & un vecteur quelconque (de
F+G):

Proposition 1 (1°*® caractérisation) La somme F +
G est directe ssi tout vecteur x € F + G s’écrit de maniére
unique sous la forme x =y +z avecy € F et z € G.

On peut également utiliser 'intersection :

Proposition 2 (2°™¢ caractérisation) La somme F +
G est directe ssi FNG = {0g}.

Attention cependant : alors que la définition 4 peut
étre étendue & un nombre quelconque de sev de F, cette
deuxieme caractérisation demeure réservée au cas de deux
sev de E.

Examinons des exemples dans le cas de la définition plus
précise suivante.

2.2.2 Sous-espaces supplémentaires

Soient F' et G deux sev du K-ev E.

Définition 5 F et G sont supplémentaires si la somme
F + G est directe et égale a F :

E=Fad.

Cela signifie que tout vecteur z de E s’écrit de maniére
unique * = y + z avec y € F et z € G. On dit que G
est un supplémentaire de F' dans E (attention, un sev ad-
met en général plusieurs supplémentaires, typiquement une
infinité).

Exemple 3
1. E et {Og} sont supplémentaires dans E ;

2. Dans le R-ev C, R et iR (ensemble des imaginaires
purs) sont supplémentaires ;

3. Plus généralement, dans le plan vectoriel P = R?, deux
droites vectorielles distinctes Rx et Ry (avec x ety non
colinéaires) sont supplémentaires ;

4. Dans le R-ev CV (R) des suites de réels convergentes,
les sev CVO(R) (suites de limite nulle) et CT (R)
(suites constantes) sont supplémentaires ;

6L utilisation de cete notation suppose d’avoir vérifié au préalable
que la somme est directe.



5. Dansle R-ev F (R,R), les sev P et T des fonctions res-
pectivement paires et impaires sont supplémentaires.

La notion de sev supplémentaires permet de définir des
applications importantes : les projections et les symétries
vectorielles, cf. 3.3.

2.3 Sous-espaces affines d’un K-ev

Soit E un K-ev. Certains sous-ensembles de E ne pos-
sédent pas la structure de sev, mais s’en déduisent simple-
ment.

Définition 6 Si a € FE, la translation de vecteur a est
Uapplication t, : E — E ; x+— x +a.

Soient maintenant F' un sev de E et a € E. On définit
F=F+a=t,(F)={x+a|x€F}:

F est le sous-espace affine (sea) de E passant par a et de
direction F'.

Remarquons que F # @ puisque a € F. Le vecteur a
ne joue aucun role particulier (on peut le remplacer par
n’importe quel élément de F). Par contre, F' est entiére-
ment déterminé par F puisque F' = {z — 2’ |z, 2’ € F} =
{r—al|zeF}

Exemple 4

1. Tout sev de E est un sous-espace affine de E. (At-
tention, un sea de E n'est un sev de E que lorsqu’il
contient le vecteur nul — a = 0g).

2. Tout singleton {a} est un sea de E (F = {0g});
8. Les droites et plans affines, cf. chapitres de géométrie ;

4. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle
linéaire d’ordre n est un sea de C"™ (I,R) passant par
fo (solution particuliere) et de direction l’espace des
solutions de l’équation homogéne ;

5. Plus généralement, l'ensemble des solutions d’une

condition linéaire de la forme f(z) = b (x € E,
fe€Lg(E,F),be F —cf. 3 etle chapitre “systémes
linéaires”).

On a la relation de parallélisme entre les sea de E :

Définition 7 Soient F et G deux sea de E de directions
respectives F' et G. F est parallele a G si FF C G ou G C F.

Attention, avec cette définition la relation de parallélisme
n’est pas transitive.

L’exemple 4.2 montre que [’intersection de deuz sea de
E nlest pas, en général, un sea de E (puisqu’elle peut
étre vide). Toutefois, c’est la seule restriction. Dans le cas
contraire on a bien :

Proposition 3 Soient F et G deux sea de E de directions
respectives F' et G. Si FNG # &, FNG est un sea de
de direction F N G.

3 Applications linéaires

3.1 Définitions et exemples

Soient F et F' deux K-ev. Soit f : ' — F une application
de F dans F.

Définition 8 f est (K-) linéaire de E dans F si elle vérifie

(ALL) Vo, y € E, f(x+y) = f(x)+ f(y) et
(AL2) Vz e E, VA €K, f(Ax)=\f(x).

Ces deux axiomes peuvent étre résumés par

(ALY) Vz,y € E,VN\ p e K, f (Ax + py) = A f (@)+p.f (y).

Remarquons que f est alors en particulier un morphisme
de groupes du groupe (E,+) dans le groupe (F,+). A ce
titre, f (Og) = OF et f est injective ssi ker f = {Og}.

En outre, ’axiome (AL1’) se généralise & un nombre quel-

conque de vecteurs 1, ..., z, et de scalaires !, ..., A"
PERES o
i=1 i=1
(“image d’une c.l. est la c.l. des images” — avec les mémes
coefficients).

Exemple 5 FE et I’ étant des K-ev

1. L’application nulle f : E — F ; x— Op;

2. L’homothétie (vectorielle) de rapport A € K définie par
hy:E—FE; x— A\zx;

3. lim: CV (R) = R ; (uy) — lim (uy,) ;
“valeur ena” : V, : F(X,E) = E; f+ f(a) (o0 X
est un ensemble et a € X );

5. Les projections et les symétries, cf. 3.3;

6. Re:C — R et Im: C — R sont R-linéaires, mais pas
C-linéaires.

La composée de deux applications linéaires est linéaire :

Proposition 4 Soient E, F, G trois K-evet f: E — F,
g: F— G. Sif estlinéaire de E dans F et si g est linéaire
de F dans G, go f est linéaire de E dans G.

On a les mémes définitions particuliéres que dans le cas
des autres structures :

Définition 9 Une application linéaire f : E — F est
e un endomorphisme si F' = E;
e un isomorphisme de K-ev si f est une bijection de E
sur F';
e un automorphisme si F' = E et f est une bijection de
E sur E.

Dans les derniers cas, la réciproque de f est automati-
quement linéaire :

Proposition 5 Si f est un isomorphisme de K-ev de E
sur F, alors f~!: F — E est un (iso)morphisme de K-ev
de F sur E.

Deux K-ev entre lesquels il existe un isomorphisme sont
dits isomorphes, et on note : F ~x F.
Les applications linéaires respectent la structure de sev :



Proposition 6 Soit f: E — F une application linéaire.
1. Si E' est un sev de E, f(E') est un sev de F ;
2. Si F' est un sev de F, f~1 (F') est un sev de E.

En particulier, I'image et le noyau d’une application li-
néaire sont des sev.

3.2 Ensembles d’applications linéaires

Soient F et F' deux K-ev.

Notation 1
e Onnote Lx (E, F) (ou L (E,F) s’il n’y a pas ambiguité
sur le corps K) l’ensemble des applications linéaires de
E dans F.
e Dansle cas ou F' = E, l’ensemble des endomorphismes
de E est noté Lx (E) (plutét que Lx (E, E)), ou L (F)
sl n’y a pas ambiguité.

Ces ensembles possédent les structures suivantes :

Proposition 7 Lk (E,F) est un K-ev (sev du K-ev
F (E,F) de toutes les applications de E dans F' — ex.1.4).

Dans le cas ou F = FE, la loi o est également une loi
interne sur Lk (F) qui est distributive par rapport a + (cf.
chapitre “structures”) :

Proposition 8 (Lg (F),+,0) est un anneau.
Ceci permet de définir, si f € Lx (E) : f© =1dg et
ff"= fo...of.
—

n facteurs “f”
On peut alors appliquer les régles de calculs valables dans
tout anneau, p. ex. développer (f + g)" grace a la formule
du binéme si fog=go f.
D’aprés prop. 5, les éléments inversibles de l’anneau
Lk (F) sont les automorphismes de E :

Notation 2 On note GLk (E) l’ensemble des automor-
phismes du K-ev E.

Proposition 9 (GLg (E),o) est un groupe (“groupe li-
néaire” de E). C’est le groupe U (Lx (F)) des unités de
Panneau Lg (F).

3.3 Projections; symétries

Soient F¥ un K-ev et F', G deux sev supplémentaires de
E. Si x € F on décompose z sur la somme directe :

E = F ¢ G
r =y + =z

G

3.3.1 Projections

Définition 10 On pose p(z) = y (resp. q(z) = z). p
(resp. q) est la projection sur F' (resp. G) parallélement &
G (resp. F).

Il s’agit d’endomorphismes du K-ev E :

Proposition 10 p, ¢ € Lx (F) et : Imp = F = kergq;
kerp =G =Img.

En outre on a les relations suivantes :
Proposition 11

pop=p;qoq=gq;
poqg=qop=0r,.E-

Ces résultats conduisent & poser la définition suivante :

Définition 11 Soit f € Lx (F). f est un projecteur de
si:fof=f.

Ainsi les projections sont des projecteurs. Le th. suivant
montre que ce sont les seuls :

Théoréme 2 Soit f un projecteur de E. Alors f est la
projection sur Im f parallélement o ker f.
3.3.2 Symeétries

Définition 12 On pose s(z) = y — z. s est la symétrie
par rapport a F' parallelement a G.

Comme s = p — ¢ (notations du 3.3.1) et comme p, g €
Lk (E), il résulte de la prop. 7 que : s € Lk (F). Mais on
peut étre plus précis :

Proposition 12 s est une involution de F :
sos=1Idg.
En particulier, s est bijective (s € GLg (E)) et s~ = s.
En outre, comme en 3.3.1, F' et G sont complétement dé-
terminés par s :

Proposition 13 F =ker (s —Idg); G = ker (s + Idg).

On peut constater pour finir qu’il n’y a pas d’autre
involution linéaire que les symétries :

Théoréme 3 Soit f une involution linéaire de E (f €
Ly (E) et fof=1dg). Alors f est la symétrie par rapport
a ker (f —Idg) parallélement a ker (f + Idg).



