PCSI - mathématiques

Ensembles de nombres usuels

1 Entiers relatifs

Chez les entiers naturels, seul 0 est symétrisable pour
I'addition. On construit Z pour disposer d’une structure
ol tout élément aurait un opposé.

On admet lexistence d’un ensemble, noté Z, dont les
éléments sont appelés entiers relatifs, contenant N, vérifiant
les propriétés suivantes :

[Z1] (Z,+, x) est un anneau commutatif : 7 est muni

e d’une loi d’addition commutative, associative, ad-
mettant un élément neutre 0, et telle que tout
élément z admet un symétrique —x pour + ;

e d’une loi multiplicative associative, commutative,
admettant un élément neutre 1 et distributive par
rapport a +.

[Z2] Z est un anneau ordonné : il est muni d’une rela-
tion d’ordre totale <, compatible avec I'addition et la
multiplication par un entier > 0.

[Z3] Z est le plus petit (modulo C) ensemble vérifiant ces

propriétés.

La derniére condition permet de distinguer Z de Q et
R qui possédent aussi ces propriétés. De plus, elle assure
I'unicité de ’ensemble Z.

En outre, les opérations et la relation d’ordre de Z pro-
longent celles de N : sur N, elles coincident avec les opéra-
tions et la relation d’ordre de N.

1.1 Valeur absolue

Si z € Z, comme 'ordre est total, —x et x sont compara-
bles. La wvaleur absolue de x est

|z] = max (—z, x) .

Siz>0,z+(—z) >0+ (—z) donc 0 > —x ot —z <z
et |z| = z. Si au contraire x <0, x + (—z) < 0+ (—=z) soit
0< —zetx < —z donc: |z| = —z dans ce cas. On a ainsi
une autre définition de la valeur absolue :

| = r sixz>0
Tl —x sizx<0

Propriétés de |- |
e |z| > 0 pour tout entier x.
o —|z| <z < x|
o z|<ae —a<z<a.

o |zy| = |z| |y| pour tous z, y € Z.

Le résultat le plus important pour | -| est le
Théoréme 1 (inégalité triangulaire) Siz, y € Z,

x| =yl < |z +y| < |z|+y|.

1.2 Division euclidienne

Théoréme 2 7 est archimédien, cad que pour tout x € Z 4
et a >0, il existe n € N tel que n.a > x.

Ce résultat, qui signifie qu’en considérant des multiples
successifs d’un entier > 0, on atteint des valeurs arbitraire-
ment grandes, est une conséquence directe de la compati-
bilité de la relation d’ordre de Z avec la multiplication des
entiers > 0.

On peut en donner une formulation plus précise :

Corollaire 1 Siz € Z eta € Z, a > 0, il existe un unique
p € Z tel que
pa<z<(p+1)a.

Dans cet énoncé, il est crucial de bien respecter les iné-
galités. Avec deux inégalités larges, I'unicité ne serait plus
assurée, tandis qu’avec deux inégalités strictes on perdrait
I’existence.

On en déduit une propriété fondamentale de Z :

Théoréme 3 (division euclidienne) Soient a, b € Z,
b > 0. Il existe un unique couple (q,r) d’entiers tels que

a = bqg+r (1)
0 < r<b (2)

q est le quotient, r est le reste dans la division euclidienne
de a par b, qui est la relation (1) assortie de la condition
(2). Sans celle-ci le couple (g, r) ne serait pas unique.

Gréace a la division euclidienne, a défaut de toujours pou-
voir diviser un entier a par un entier b > 0, on peut com-
parer a aux multiples successifs de b.

1.3 Nombres premiers

Définition 1 Un entier naturel non nul est dit premier
s’il est différent de 1 et s’il n’est divisible que par 1 et par
lui-méme.

Exemple 1 2, 3,5, 7, 11, 13, ..., 232582657 _ 1 (1) |
Notation 1 L’ensemble des nombres premiers est noté P.

On voit facilement que si n € N, n > 1 alors n admet un
diviseur premier. On en déduit le résultat suivant, connu
depuis 'antiquité :

!Le plus grand nombre premier connu, découvert le 4/11/2006.
Son écriture décimale comporte 9808 358 chiffres.



Proposition 1 (Euclide) L’ensemble P des nombres
premiers est infini.

Les nombres premiers sont fondamentaux dans le sens
ou ils permettent, par multiplications et exponentiations,
d’engendrer tous les nombres entiers :

Théoréme 4 (décomposition en facteurs premiers)
Soit n € Z, n # 0. n se décompose de maniére unique sous
la forme

T

— X (e3P e%) (o3

n—EHpk = EP1 P2 ...prr
k=1

avec
o c=+1;
e reN;

® D1, ..., pr € P deux o deux distincts ;
® oy, ..., a € N*,

L’unicité dans ce théoréme doit étre comprise a [’ordre
prés. Elle signifie que si n = e[[,_,pp* = €' T, 4"
sont deux telles décompositions, alors ¢ = &, r = s,
{p1,pr} ={a1,...,qr} et pour k, 1 € [L,7], pr. = @1 =
ap = 51.

La décomposition d’un entier en produit de facteurs pre-
miers permet de traiter toutes les questions de divisibilité
le concernant.

2 Rationnels

On a besoin de ’ensemble des rationnels pour disposer
d’une structure ou les éléments non nuls? seraient in-
versibles (symétrisables pour x). Dans Z, ce n’est le cas
que pour —1 et 1.

On admet existence d’un ensemble, noté Q, contenant
7., dont les éléments sont les rationnels, vérifiant les condi-
tions

[Q1] (Q,+, %) est un corps commutatif, cdd un anneau
commutatif (comme Z) o en outre tout élément non
nul est inversible, autrement dit symétrisable pour X.

[Q2] Q est un corps ordonné : il est muni d’une relation
d’ordre totale <, compatible avec + et x sur Q.

[Q3] Q est le plus petit (modulo C) ensemble vérifiant ces
propriétés.

Cette derniére condition distingue Q de R, et garantit
également son unicité. Elle permet de plus de décrire les
éléments de Q : il doit contenir tous les entiers p, tous les
entiers non nuls ¢ ainsi que leurs inverses, ainsi que tous
les produits du type pg—'. Ainsi ’ensemble

Q={pqg'|pez qez-{0}}

est le plus petit ensemble vérifiant [Q1] et [Q2].
De plus, les opérations et la relations d’ordre de QQ sont
des prolongements de celles de Z.

2pour 0, c’est évidemment impossible.

2.1 Quotients dans Q

Siz,ye€Q,y+#0on pose .= vyt (=y L) : quotient
du rationnel z par le rationnel non nul y. Cette notation
sera aussi utilisée dans R et C, mais attention : elle repose
sur la commutativité de la multiplication. (Si ce n’était
pas le cas, z.y ! et y~l.z auraient des significations dif-
férentes.)

On vérifie trés facilement les propriétés suivantes des
quotients :

-1 _ 1 .
e x = _siz#0;

x z _ xzx’ - i .
o I X =y siyyF0;

z | 2 _ wy+aly ’ .
o LA =iy, Y #0;
.(g) _ESIxay#Oa

x z’ z+z’ .

o -+ = 2T g 0.

y+y y y#

On définit la valeur absolue comme dans 7Z, et elle
conserve ses propriétés avec en plus :
Proposition 2

1. Sixz e QF, |%|:L :

|]

2. SixeQetyeQF,

z
y lyl
Q possede également le caractére archimédien :

Théoréme 5 Pour tous x € Q1, a € Q7 il existen € N
tel que n.a > x.

Corollaire 2 Si z € Q et a € QF, il existe un unique
entier p tel quepa < x < (p+1) a.

2.2 Partie entiére

Le cas particulier ¢ = 1 dans le corollaire précédent conduit
a la définition suivante :

Définition 2 Si xz € Q, la partie entiére de x est l'unique
entier p € Z tel que :

plzxz<p+1.

En d’autres termes, p est le plus grand entier inférieur
ou égal & z. Il revient au méme de dire que = s’écrit de
maniére unique sous la forme p+r avecp € Zet r € [0, 1].

Notation 2 La partie entiére de x est notée E (x).
Elle est donc caractérisée par
E(x)<z<E(z)+1.
Autrement dit, F (x) est le plus grand entier < x.

Définition 3 Le rationnel r = x — E (z) (qui appartient &
[0,1]) est la partie décimale de z, notée D (x).

Contrairement aux entiers, il est toujours possible de
trouver un rationnel strictement compris entre deux ra-
tionnels distincts :

Théoréme 6 (caractére “sans trou”) Sia, b€ Q, a <
b, il existe c € Q tel que a < ¢ < b.

Il n’y a donc pas de “rationnels consécutifs”, de “premier
rationnel > 0” etc.



2.3 Une lacune de Q

Considérons 'ensemble A = {r e Q|r? <2} (*). A est
assurément non vide (0, 1 € A) ; A est majoré (par 10, par
2...). Cependant on peut montrer que si M est un majorant
de A dans Q, il existe toujours M’ < M tel que M’ majore
A : A n’admet pas de plus petit majorant.

Exercice 1 Montrer que l’on peut poser M' = M—% pour
un entier n bien choisi. Montrer par le méme principe que
A n’admet pas de plus grand élément dans Q.

L’ensemble des réels vient pallier, entre autres, ce défaut
des rationnels.

3 Reéels

On admet Pexistence d’un ensemble noté R (contenant Q),
dont les éléments sont les réels, vérifiant les conditions

[R1] (R,+, X) est un corps commutatif comme Q.

[R2] R est un corps ordonné : il posséde d’une relation
d’ordre totale <, compatible avec + et x sur R,.

[R3] (propriété de la borne supérieure) Toute partie
non vide majorée de R admet une borne supérieure
dans R. (voir définition 4).

Aucune clause de minimalité n’est nécessaire dans cette
caractérisation de R. Une seule structure peut réunir
I’ensemble des propriétés demandées.

Les opérations et la relation d’ordre de R sont des exten-
sions de celles de Q.

Définition 4 Si A C R, A # &, majorée, la borne
supérieure de A est le plus petit élément de 'ensemble des
magjorants de A.

Elle est donc unique (en tant que plus petit élément d’un
ensemble). On la note sup (4).

Exemple 2 sup (R_) =0 ; sup (R*) = 0.

La borne supérieure de A n’a donc aucune raison
d’appartenir & A, par conséquent elle peut exister méme
dans le cas d’une partie qui n’admet pas de plus grand élé-
ment. Cependant, lorsque ce dernier existe, c’est aussi la
borne supérieure de A :

Proposition 3 Si A CR, A # & et si A est majorée dans
R, alors A admet un plus grand élément ssi sup (A) € A,
auquel cas max (A) = sup (4).

On peut caractériser ainsi la borne supérieure d’une par-
tie non vide A de R :

Proposition 4 M est la borne supérieure de A ssi

1. M est un majorant de A et

2.¥e>0,dx € A, M —e < x.

3Dans R, A serait simplement l'intervalle ouvert |- V2, \/5[ Mais
il ne faut pas perdre de vue que 2 n’est le carré d’aucun rationnel.

De la propriété de la borne supérieure, on déduit (sans
hypotheése supplémentaire) une version pour les minorants :

Proposition 5 Toute partie non vide minorée de R admet
une borne inférieure dans R, cad un plus grand minorant.

La borne inférieure d’une partie A se note inf (A).

Des résultats analogues aux propositions 3. et 4. existent
pour les bornes inférieures :
Proposition 6 Si A CR, A # O et si A est minorée dans
R, alors A admet un plus petit élément ssi inf (A) € A,
auquel cas min (A) = inf (A4).

On peut caractériser de méme la borne inférieure d’une
partie non vide A de R :

Proposition 7 m est la borne inférieure de A ssi
1. m est un minorant de A et
2.Ve>0,dz € A, x <m+e.
R conserve le caractére archimédien de Q :
Théoréme 7 R est archimédien.

Ceci permet de reconduire sur R les définitions de la
partie entiére et de partie décimale données pour Q.

3.1 Intervalles de R

Définition 5 Un intervalle de R est une partie de R de
l'une des formes suivantes :

o [a,b = {zeR|a<z<b};
o [0, = {zeR|a<z<b};
olab] = {zeRja<z<b};
o Jabf = {zxeR|a<z<b};
o [a,4+0] = {zeR|a<a};
e Ja,+o0[ = {zxeR|a<a};

e]—00,b] = {zeR|z<b};
o |—00,b = {zeR[z<b};
o] —o0,+x] = R.

On remarque que R est un intervalle, de méme que @
(= [a,a[ pour tout a) et les singletons ({a} = [a, a]).

Pour manipuler commodément les intervalles sans avoir
a distinguer de multiples cas, il serait pratique de disposer
d’une caractérisation unique. La solution est fournie par la
notion de partie convexe.



3.2 Convexes de R

Définition 6 Une partie C de R est convexe si :
pour tous a, b € C, [a,b] CC.
Exemple 3
e J ; les singletons ;
o R ;
o plus généralement, tous les intervalles de R.

Ce dernier exemple ne peut pas étre étendu, puisque
la convexité est en fait une propriété caractéristique des
intervalles de R :

Théoréme 8 Les convexes de R sont les intervalles de R.

3.3 Densité de Q et R—Q

On montre facilement que R est sans trou, au méme titre
que Q, en tant que corps ordonné archimédien. Mais on
peut étre plus précis :

Proposition 8 Pour tous a, b € R, a < b, il existe r € Q
tel que a < r < b.

On dit que Q est dense dans R. Il en est de méme de
I’ensemble R — Q des nombres irrationnels.

Proposition 9 Pour tous a, b € R, a < b, il existe w €
R—Q tel que a < w < b.

Les ensembles (infinis) Q et R — Q sont ainsi imbriqués
I'un dans l'autre. Il ne faudrait pas tenter d’en déduire
qu’ils ont le méme cardinal. @Q est dénombrable, ce qui
signifie qu’il a le méme cardinal que N, noté Xy (*). Si
R —Q I'était également, R le serait aussi. Or le cardinal de
R, noté Ny, est strictement plus grand que Xg.

Du point de vue de la structure, R—Q ne posséde aucune
propriété particuliere. Tout au plus peut on remarquer que

esireQetweR-—Q,r+weR-Q;
esircQetweR-—Q,rweR-Q.
3.4 Valeurs décimales approchées d’un
réel

Les nombres décimaux sont les rationnels qui peuvent

s’écrire sous la forme 157 ot a € Z, n € N.
3 1 ‘ 12
Exemple 4 1, 55,  mais pas g, 5..

Notation 3 On note D l'ensemble des décimaux.

Remarque 1 On observe facilement (cf. “propriétés des
quotients”) que la somme, le produit de nombres décimauz
sont des décimauz. Par contre, l'inverse d’un décimal non
nul n’appartient pas forcément a D.

4Lire aleph-zéro. X est la premiere lettre de ’alphabet hébraique,
et celle qu’a choisie CANTOR pour désigner le cardinal de N, le plus
petit cardinal infini.

Soit z un nombre réel. Soit n € N.

Lemme 1 [ existe un unique p € Z tel que

p p+1
10m =% Ton
Preuve. p = E (10™z). |

Définition 7 On pose alors p = a, (x) et

an ()
10m

1+a,(x
et v (x) = T()

Up () =

up (x) (resp. vy (x)) est la valeur décimale approchée par
défaut (resp. par exceés) a 107" pres de x.

un () et v, (x) sont caractérisés par les conditions sui-
vantes :

® u, (x), vn (z) sont des décimaux de la forme 157 ;
o u, (z) <z <y (x);
o v, () —uy (z) = 10%.

Il résulte de cette construction que tout nombre réel
peut étre approché arbitrairement prés par des décimauz,
autrement dit, au méme titre que Q et R — Q :

Proposition 10 D est dense dans R.

Ainsi, non seulement entre deux réels quelconques on
peut toujours trouver un rationnel, mais on peut méme
supposer si nécessaire que celui-ci est un décimal.

3.5 Droite numérique achevée R

On choisit deux objets n’appartenant pas a R (il en existe)
qu’on note —oo et +o0o. On pose

R=R U {—o0,+cc}.

On étend & R la relation d’ordre de R en convenant que
—00 < T < 400 pour tout réel z.

Ainsi, —oo (resp. 4+00) est le plus petit (resp. plus grand)
élément de R, et minore (resp. majore) toute partie de R.
Ceci permet de donner une formulation “universelle” a la
propriété de la borne supérieure :

Théoréme 9 Soit A une partie non vide de R. Alors A
admet une borne supérieure dans R :

e sup (A) € R ssi A est majorée dans R ;
e sup (A) = 400 ssi A n'est pas majorée dans R.

On a bien str un énoncé analogue pour les bornes
inférieures :

Théoréme 10 Soit A une partie non vide de R. Alors A
admet une borne inférieure dans R :

o inf (A) € R ssi A est minorée dans R ;

e inf (A) = —oo ssi A nlest pas minorée dans R.



