PCSI - mathématiques

Coniques

P est R? muni de sa structure affine euclidienne (et
orienté). On utilisera lorsque nécessaire un repére ortho-
normal de vecteurs directeurs 7 et7.

1 Equations polaires des coniques

F est un point de P, D est une droite de P ne passant pas
par F', e e R, e > 0.

Définition 1 La conique de foyer F, de directrice D et
d’excentricité e est

C={MeP|d(M,F)=ed(M ; D)}
e Si0<e<1,CC est une ellipse
e Sie=1,C est une parabole
e Sie>1,C est une hyperbole
On pose en outre :
e H=pp(F);h=d(F; D)=d(F H);
e p=-ch : paramétre de C ;
o A= (FH) : grand aze de C.

Remarque 1 D’aprés le définition de C, M € C &
sa (M) eC. A est donc axe de symétrie de C.

D est définie par FH = h i («) normal & D donc admet

pour équation : D | (HM\ﬁ(a)) =0 M=F+zi'+

y7; H = F+ hi(a) = F + hcosa?+ hsinaj d’ou
— —_— =

(HM|ﬁ(a)> = (FM—FH|1I(a)) =xzcosa + ysina —

h(t(a) |t (x)) soit :
D|zxcosa+ysina—h=0

par conséquent si M = F 4z 7+ y7 est un point quelconque
de P,

|z cosa+ ysina — h|

d(M ; D)= = |xcosa+ysina —h|.
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En polaires si M = F+rd(0), x =rcosf, y =rsinf et

d(M; D) = |rcosfcosa+ rsinfsina — hl
= Jrcos(f —a)—hl.
Par suite M € C ssi |r|] = el|rcos( —a)—nh| ce
qui équivaut & 72 = €2 (rcos(d —a) —h)® ou encore

a(r—e(rcos(@—a)—h))(r+e(rcos(d —a)—nh)) =0
soit

r= —eh (a) our = —ch
~ 1+ecos(d—a) B

— (b
1—ecos(0—a) (b)
(et p = eh) mais l’ensemble des points M tels que (a) et
celui des points M tels que (b) sont les mémes, puisque le
couple (r,0) vérifie (a) ssi le couple (—r,0 + ) vérifie (b)
or ce sont deux s.c.p. désignant le méme point.

Conclusion Une équation polaire de C dans (F'; (7,7))
est

. D _ eh
~ l+ecos(@—a) 1+ecos(d—a)

Remarque 2 FEn repartant de I’équation cartésienne de la
directrice : D | xcosa+ysina = h on retrouve facilement
facilement une équation polaire de D : h = rcosf cosa +
rsinfsina = rcos (6 — a) d'ou

h

Dlr——0>t
I cos (0 —a)’

a comparer avec l’équation polaire obtenue pour C.

1 1\ _ 1+ecosf ecos® __ 1 .
Remarque 3 ;—!—(;). = T, = #0 : donc
il n’y a pas de point d’inflexion sur les coniques.

2 Equations cartésiennes des

coniques

2.1 Paraboles

C est la parabole de foyer F, de directrice D (et
d’excentricité e = 1).

Prenons pour origine le milieu O de (F, H) et choisissons

—

= ,—llHF de sorte que F' = O—&—%Z’(: O+EL7puisque e = 1).
L’axe Oz est donc le grand axe A de C. Dans ce repére,
D|z=-8doncsi M =0+ai+yj,d(M; D)=|z+&
et d(M,F) =
parabole C ssi (z + %)2 =(z— %)2+y2 soit 22 +px+§ =

% —px + B+ y? d’out finalement 1’ équation réduite de C :

(z — §)2 +4y2. Donc M appartient a la

C:y*=2px



Ceci permet de paramétrer C grace a ¢t = % d’ou

T = % ; y = pt. On en déduit le tracé de la parabole C

qui présente bien str une branche parabolique d’axe Ox
(qui n’est autre que le grand axe A).
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2.2 Ellipses

C est ici Iellipse de foyer F', de directrice D et d’excentricité
—
e (€ ]0,1). On pose toujours 7 = +HF et on choisit
provisoirement l'origine en F' d’ot H = F — hi. Donc si
M =F+zity),d(M; D) =|z+h|,d(M,F) = /2> + y?
d’ou
MeC & d(M,F)=e*d(M; D)
o 2+y?=e2(z+h)’
& (1 — 62) 2?2 4 9% — 2hex = e*h?

o 2 2he? - y? _ e?h?
1—e? 1—e2 1-¢?
2 272 472
ce qu’on peut encore écrire : X2 + 13_/62 = 16_};2 + (1€,ZL2)2 =
% on X =x — 1}2'3; (et Y = y) soit finalement
X2 Y2
C:—st+m=1

(équation réduite de C) avec

o a =145 demi-grand aze de C ;
* b= \/ffj = V1 —e€?a (< a): demi-petit aze de C ;

e F=0-—-clouc= 1’1_6622 = ea = Va2 —b? : distance
focale de C.

On en déduit que lellipse C peut étre paramétrée par
X =acosf, Y =bsinf. Le tracé en résulte.
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L’équation obtenue montre que l'origine O du nouveau
repeére est centre de symétrie de C. Donc si F' = so (F') et
D' = 50 (D), C est aussi lellipse de foyer F” et de directrice
D’ (et d’excentricité e).

Remarque 4 Ceci montre également que C  peut
s’interpréter, dans [espace, comme la projection d’un
cercle d’un plan II sur un plan IT' }f T1.

2.3 Hyperboles

C est maintenant ’hyperbole de foyer F', de directrice D et
d’excentricité e.

Le début des calculs précédents reste valable. On peut
repartir de

MelC & (62—1)$2—y2+2h€2$:—62h2
2he? y? e2h?

2 _ _ :

<" +€2*1$ e2—1 e2—1"

la différence tient au signe de €2 —1 qui est maintenant > 0.
2 2
On écrit donc avec X =z 4+ 2 et Y =y : X2 - = =

e?—1 e2—1
272 4432 272
h h h .
-55+ (:2_1)2 = (:;_1)2 soit enfin
X2 y?
= ——=1
a? b2

(équation réduite de C) ou

= effl : demi-azxe focal de C ;
o b= \/:2’1—_1 = +ve2 —la : demi-axe non focal de C (on

peut maintenant avoir b < a ou b > a) ;

e F=0+clouc= :22211 = ea = Va? +b? : distance
focale de C.

On en déduit un paramétrage possible de C sous la
forme X = acht, Y = bsht. L’étude fait apparaitre pour
C deux asymptotes passant par l'origine et de pentes :i:g.
C admet O comme centre de symétrie d’oti un autre couple
(F',D') foyer-directrice déduit de (F,D) par symétrie par
rapport a O.

Sia =0, C est dite hyperbole équilatére. C’est le cas ou
les deux asymptotes sont perpendiculaires (et e = \/5)

3 Définition bifocale des coniques a
centre
Seules les ellipses et les hyperboles présentent un centre de

symétrie, ainsi que deux foyers distincts. On peut carac-
tériser une ellipse (resp. une hyperbole) a I'aide de ceux-ci :



Théoréme 1 Si F', F' sont deux points distincts de P et
—
sia €R, a>c:%HFF’

tels que

, ’ensemble des points M de P

d(M,F)+d(M,F") =2a
est une ellipse dont les foyers sont F' et F' et le demi-grand

are a.

Théoréme 2 Si F, F' sont deux points distincts de P et

—
siaER,O<a<c=%HFF’
de P tels que

, l’ensemble des points M

‘d(MvF) _d(MvF/)| =2a
est une hyperbole dont les foyers sont F' et F' et le demi-aze
focal a.

4 Courbes algébriques de degré 2

Une courbe algébrique de degré 2 du plan P est une courbe
d’équation cartésienne P (z,y) = 0 (ou P € R[X,Y],
deg (P) = 2) dans tout repere de P (il suffit d’un').

Par exemple : les cercles et les coniques.

Soit C une courbe algébrique de degré 2 de P. C a
un équation de la forme f (M) = 0 ; dans un repére
R = (0;(#])) ON, f(M) = P(z,y) ou P € R[X,Y],
deg (P) = 2 donc :

f (M) = Az +2Bxy + Cy* + 2Dz + 2Ey + F (1)

On fait disparaitre les termes “rectangles” (en zy) grace
a une rotation du repére. Soit le nouveau repére (ON) R’ =
(O; (4,7)) avec 4 = cos v+ sin 07 et ¥ = — sin 07+ cos 07.
Les nouvelles coordonnées sont X et Y telles que

r=cosf X —sinf Y
y=sinf X +cosfY °

Dans le nouveau repére ’équation devient f (M) =0 =
AX2 +pY? + 20XY + 20X +28Y + F on

A = Acos?0+ Csin?6 — 2B cosfsinf
%—&—%COSZQ—BSHHG
Asin® 0 + C cos? 0 + 2B cos sin 0

A"‘C A Ccos29+Bsm29 2
(A C) cos@smé?—&—B (cos? 6 — sin* 0)

= A2 sin 260 + B cos 260

=
I

N
|

On annule simplement v en posant 0 = & si A = C, et

sinon 6 = %arctan (;TBC) Pour ce choix de 6, ’équation

de C est devenue f (M) = 0 avec
f(M)=AX2+puY? +2aX +28Y +F.

(M =0+ Xu+Y7v) (F=f(O) est inchangé).

IEn effet les changements de repéres se traduisent par des relations
du type
z=azr + By + X
{ y=~z' + 0y +u
ce qui reporté dans P (z,y) donne une autre expression polynomiale
Q (z',vy'). Dans cette derniere, il y a nécessairement aussi des termes
de degré 2, car sinon en faisant le changement de repére en sens inverse
on conclurait & une absence de termes de degré 2 dans P.

Cas1 \p=0
p. ex. A =0 (et alors p # 0 car sinon P serait de degré
<1).
2
F(M) = pY?+2aX +28Y +F = (Y n §) 120X+

8Y? |
[L|:(Y+ﬁ) +M:|
fSi%>O,C:®.
- Si2<o,
- B_ [_a B _a
F(M) = [Y” / /J {Y+M+ ,J ot
C=DiUDyouD; |V =-E4 /—LetDp|Y =
B

1

o Sia=0,f(M)=

=k

oSia#O_f(M)zu(Y—i—%) +20 (X + ). Si

Q=0+ (-%)a+ (—%)17 Pexpression de f (M)

dans Ry = (; (€,7)) est f (M) =p (y2 + 270‘:10) donc
C est une parabole

Conclusion Si Ay =0, C est @, une parabole ou la réunion
de deux droites paralléles (ou confondues)

Cas 2 \u #0

FO) = AXP+2X) +u(V2+2Y) + P =
2

)\(X+g)2+ (er%) +7. Posons Q =0 + (—%) @+

(_ﬁ) : dans Ry = (25 (@, 7)) Vexpression de f (M) de-
vient f (M) = A\ + uy? + 7.

e Sid=petyA>0,C=0.

e Si A= petyA <0, C est un cercle de centre .
e Sid=petyA=0,C={Q}.

Siy=0, f(M)=2Ax?+ py® = X (2% + £4?)

— SiAu>0,C={Q}

= SiA <0, f(M)=X\(z—/-Fy) (z+/-Fy)
et C est la réunion de deux droites sécantes en 2.

Sivy #0, f(M) = (7)) (%i%—zil) selon les

signes de A, i, 7. On a les cas suivants :

N

—‘,—yb;—l—l:C:@.

|
le 8

M

+ bLj — 1 : C est une ellipse.

— g—z — 1 : C est une hyperbole.

|
\’3
—~ o~ o~ o~
~ \% ~—  ~—
Il
le H” ®M| i'%w @M|S

yb—z +1: idem.

Conclusion Une courbe algébrique de degré 2 de P est
une conique, un cercle, la réunion de deux droites
éventuellement confondues, un singleton ou &.



4.1 Utilisation du discriminant

Définition 2 Pour un polynéme en x et y tel que défini
par la relation (1), le discriminant est la quantité AC — B2.

Reéutilisons alors les formules (2). On calcule

A —v? = (#)27(%c05207Bsin20)2
— (A;QC sin 20 + B cos 29)2
2 _on2
— (440)7 - (45)7 -

2
= AC-B®

autrement dit :

Proposition 1 Le discriminant de l’éguation polynomiale.
de degré 2 “f (M) = 07 est indépendant du repére ortho-
normal dans laquelle elle est exprimée.

En effet, outre la rotation déja calculée, une translation
est sans effet sur les termes de degré 2 du polynoéme, donc
sur son discriminant.

Pour obtenir I’équation réduite, on a multiplié ’équation
par une constante k. Ceci multiplie son discriminant par k2
mais laisse inchangé son signe. En reprenant les différents
cas de I’étude précédente, on obtient :

e si AC — B? > 0, C est une ellipse, un cercle, un single-
ton ou I ;

e si AC' — B? <0, C est une hyperbole ou la réunion de
deux droites sécantes ;

e si AC —B? =0, C est une parabole, la réunion de deux
droites paralléles ou &.

5 Equation de la tangente a une
courbe algébrique

On considére une courbe algébrique C du plan P définie
par I’équation

f(M)=0= Az* + 2Bxy + Cy* + 2D2 +2Ey + F

Supposons que t — M((t) = O+ zt)7+y({)7

soit un paramétrage régulier’ de C. On dérive la re-
lation f (M (t)) = 0 par rapport & t pour obtenir
2’ (t) (Az (t)+ By (t) + D)+ 4 (t) (Bz (t) + Cy (t) + E) =
0. Cela signifie quen My = M (ty) le vecteur tan-
gent F’ (tg) = 2’ (to)7+ ¥ (to) 7 est orthogonal a ity =
(Az (to) + By (to) + D)7+ (Bx (to) + Cy (to) + E) ). Par

20n a prouvé lexistence d’un tel paramétrage dans le cas des
coniques ; son existence est claire dans les autres cas particuliers
rencontrés lors de I’étude précédente.

conséquent, I’équation de la tangente® a C en M est

MM -7
= (x—x0) (Az (to) + By (to) + D)
+ (¥ — yo) (Bz (to) + Cy (to) + E)

Tn, | O

ce qui s’écrit encore (en notant zg = x (to) et yo = y (to)) :
Azxg + B (xyo + zoy) + Cyyo + Dz + Ey = k ou k =
Ax3 + 2Bxzoyo + Cy2 + Dzo + Eyg = —F — Dxzg — Eyp
puisque My € C. Finalement
T, |0 = Azxzo+ B(zyo + zoy) + Cyyo
+D(z+z0)+E(y+yo)+ F

ce qui conduit a formuler la

Remarque 5 “dédoublement des termes”

Dans tous les cas non triviaux de courbe algébrique de de-
gré 2 on constate qu’on passe de 'équation (f (M) =0) a
celle de sa tangente en My (zo,yo) par le procédé du dédou-
blement des termes qui consiste & remplacer

o chaque terme x? (vesp. y*) par wox (resp. yoy)
e chaque terme 2x (resp. 2y) par xo+ x (resp. yo+y)
e chaque terme 2zy par xoy + yox.

Exemples R est un repére orthonormal de P.

1. C: 2% +y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 : cercle de centre
A=0+ar+b7et de rayon R =+va2 + b2 —¢
f(M) =2 +y*—2ax — 2by +c. Mg = (xg—a)T+
(yo — b) jdonc Ty, | (w0 — a) x4(yo — b) y—azo—byo+
¢ =0 ce qu’on peut encore écrire

T, | Zox + Yoy —a(x +x0) —b(y +yo) +¢=0.

2. C:y? = 2px (parabole)
f(M) = y? — 2px. fy = —pi+ yoJ donc

T | (2 = w0) (=) + (¥ — yo) yo = 0 soit Tny, |yyo —
pT — (yg — pxo) = 0 donc
N——

=PTo

T, | Yoy — p (v + w0) = 0.

3. C: Z—g + 5%—; =1oue =1 (ellipse) ou —1 (hyperbole)
2
fM) = 2_24'5‘1’/,7—1- o = 287+ 587 donc

Tu, | (£ —20) 28 + (y — yo) 55 = 0 ou encore

oL
TM0|%+€y;—2y—1:O.

3Ceci ne semble pas valable si @ = 0. Mais peut-il en étre ainsi ?
Cela voudrait dire que
P(zo+u,y0+v) = P(xo,y0)+ (2Az0 + 2Byo + 2D)u
+ (2Bzo + 2Cy0 + 2E) v 4 Au? + 2Buv + Cv?
= P(z0,y0)+ Au? + 2Buv + Cv?
= P(zo—u,y0—)
autrement dit, Mo serait centre de symétrie de C. Mais un tel centre

de symétrie n’existe pas (pour les paraboles) ou n’est pas situé sur C
(pour les ellipses et les hyperboles).



