PCSI - mathématiques

Compléments de calcul intégral

1 Notions sur les
paramétrées

nappes

1.1 Définitions

R? est muni de sa structure affine canonique (euclidienne,
orienteée).

Définition 1 Une nappe paramétrée de classe C* (k € N,
k> 1) de R? est une application

Q — R3
(u,v) — M =F (u,v)

définie sur un ouvert Q de R2.

F:

On pourrait, comme dans le cas des arcs paramétrés,
définir une notion d’indépendance du paramétrage et parler
de nappe géométrique. Dans toute la suite on confond cette
notion avec celle d’image (ou support) I de 'application F'
et on admet que les définitions et théorémes énoncés ne
dépendent que des propriétés géométriques intrinseéques de
la partie de R? étudiée (plutot que de la fagon dont elle est
paramétrée).

Exemple 1 lapplication

[0,27] x [0,2] — R? )
a cos v sim ¢
0.9 - M=) = (5t

est un paramétrage d’une calotte hémisphérique de rayon a.

Définition 2 M = F (u,v) est un point régulier de T' =

Im (F) si la différentielle de F' en (u,v) : dF (u,v) est une

application linéaire injective de R? dans R3.

Im (dF' (u,v)) est engendrée par dF (u,v) e e et
it 2 ( t 2L (u,v). Si (et

si) M = F (u,v) est régulier, (86]\5 (u, v),%—l‘z (u, v)) est

dF (u,v) e eg soi u,v) e seulement

libre donc engendre un plan de R3.
Définition 3 Le plan tangent a I' en M = F (u,v) est
Ty = M +Im (dF (u,v)) .
Il est dirigé par 24 (u v) et aM (u,v). C’est intuitive-
ment le plan qui resbemble le phlb a I' au voisinage de

M. En effet, les vecteurs %M (u,v) et %U (u,v) (non nuls)
sont les vecteurs tangents a deux courbes tracées sur T,
obtenues en ne faisant varier que u (resp. v).

Définition 4 “Le” vecteur normal ¢ I' = Im (F') en M =
F (u,v) est

oM oM

L wn) A S ). ()

Lorsque M est régulier, K nest pas nul, et est normal a
la nappe T' (c’est & dire au plan tangent a T en M).

K =K (u,v) =

1.2 Cas particuliers
1.2.1 Parameétrage cartésien quelconque

v), y =y (u,v), 2=z (u,v). M est régulier ssi

OM _ (m\ OM (%
ou ZZ ov Zi

le plan tangent a pour

x =z (u,

sont linéairement indépendants ;
équation

Y—y(uw) v, v, | =0

Z—z(uw) 2., z

X—z(u,w) =, z ‘

le vecteur normal est

> D( ,Z) (Z I) (z )
K =55+ o )]—’_D(uZ)k

1.2.2 les paramétres sont = et y, et z = z (z,y)

Alors le vecteur normal est

ﬂ OM OM ., .
= —z;z—z'y]—i—l_c’

1.2.2.1 Coordonnées cylindriques
M = O +ri(0)+ zk. Dans le cas général r, 6 et z sont
fonction de deux parameétres abstraits u et v.

1.2.2.2 Les parameétres sont r et
M =ri(0)+z(r,0) k. M — Gtz

Le vecteur normal est
o OM M . =

/= 1 =t 7
= —rzu—zu +rk.

1.2.2.3 Surface de révolution
z = z(r) est indépendant de 0. On peut mettre r en
facteur dans ’expression du vecteur normal :

%I?z—z'(r)ﬂ'—&—l%

1.2.2.4 Conoide droit d’axe Oz
z = z(0) est indépendant de r. Alors

K=—2(0)@+rk.

1.2.2.5 Surface définie par une équation
Y | H (z,y,2) = 0. On montre alors (cf. “tangentes aux
courbes algébriques”) qu'un! vecteur normal a T est

a_H"+a_H"+a_HE
oz " 8yj 0z

L Attention, ce n’est peut-étre pas le vecteur normal.



2 Aire d’une portion de nappe
Soit I' "image d’une nappe paramétrée C!
F:Q—-RY; (u,v)— M=F (u,v).

Soit 3 une partie mesurable de T.

Définition 5 L’aire de la portion de nappe (image de) %
est

M M
du 8 8 dudv (2)
ou ’élément différentiel
OM M
d
L= 20 AN —— 50 dudv

est appelé élément d’aire de X.

2.1 coordonnées cartésiennes

M =M (u,v) =0+ (u,0) T+ y (u,v) T+ 2 (u,v) k ;

> _ D(y,z) », D(z,2) -, D(z,y) 1.
K=35u57+ 5a0 7t Do k

donc
= (52)" + (362) + (36)’ auaw.

Cas particulier : Les paramétres sont = et y.
z=2(x,y); K=—-2,7—z,7+ket

dp = /1 + 22+ z2 dzdy.

2.2 coordonnées cylindriques

M=0+r@®)+z(r0)k;

OM oM

K= 2\ Bg =—rdd—z)d +rk

donc

dp = 1/r2 (14 22) + 22 dr de.

2.2.1 Cas particuliers
Conoide droit d’axe Oz (z = z()).

dp = /1?2 + 22 drdo.

Exemple 2 hélicoide z =af, 0 <0 <2m,0<r <R.

2.2.1.1

A
z ~

VT2 +a?2drdf et

2
o= / d9/ r2 4 q2dr
= 27r?<argshR+—\/1+ )
= 7ra21n<§—|—\/1+§—22)—|—7TR\/a2+R2.

2.2.1.2 Surface de révolution (z = z (r)).

—

K=r (—z; U+ E) et dpu = rv/1 + 22 dr df. Supposons
le morceau de nappe X engendré par la révolution compléte
d’un arc plan v :

zp=ua ;du=

Nz Az
Y
P N
0 r
L’abscisse curviligne s sur « vérifie ds? = dz? + dr? =

dr? (1 + (%)2) soit ds = dry/1 4+ z/2 et donc du = rdf ds

d’ou enfin
=27 / rds.
gl

Remarque 1 Le centre de gravité G de ['arc v vérifie
L(y)rg = f7 rds, ce qui donne en combinant avec la for-
mule précédente le

Théoréme 1 (Guldin) L’aire du morceau de nappe %
engendré par la révolution compléte de l’arc plan v est égal
au produit de la longueur de v par celle du cercle décrit par
le centre de gravité G de y :

5= (2m6) L ().
Un semblable résultat existe pour les volumes.

Exemple 3 cone z =rcotana, 0 <r < R.

z
R
«
o
@] r
ds = drv/1 4 cotan® o = Si‘ffa ;8= g et

p=2 /R rdr TR?
= 27 - = — .
0

S ¢« S &«



Remarque 2 p = (QWE) (m), cf. th. 1.

Exemple 4 sphére 22 +y? + 22 = R2 = r? + 22,

rdr 4+ zdz = 0 donc gz—z =-%

r2 r
du=ry\/1+ —drdf = R—drde.
z z

Pour le calcul passons en coordonnées sphériques en posant
z=Rcosp, r= Rsinyp d’ou dr = Rcospdyp et
dp = R¥2Rcospdpdd

cos ¢

= RZsinpdepdd

et finalement :
2 T
,u:RQ/ dG/ singpdgp:47rR2.
0 0

Exemple 5 tore

B

S

ﬁ
K

p=2m [ rds avec ds = Rdy :
uw=2nR f027r (a+ Rcosp) dp = 4r2aR.

Remarque 3 p = (2ma) (27R) — cf. th. 1.

3 Flux d’un champ de vecteurs a

travers une portion de nappe
Soit T' I'image d’une nappe paramétrée orientée C*
F:Q—=R; (u,v) = M =F (u,v).

Soit ¥ une partie mesurable de 2. Soit V un champ de
vecteurs continu au voisinage de X.

Définition 6 Le flux de V & travers la portion de nappe

> est le réel
//Vdg // |K(uv))dudv
b
oM oM
//Det( ' Bu 78U)dudv

Exemple 6 Fluz de V =y7+z7+ (z+y) k a travers

5. T+2y+z2=2
|l z,y,2>0

Préciser lorientation choisie pour ¥ (cad pour le vecteur
K normal o X).

3.1 Formule de Stokes

Soit T' I'image d’une nappe paramétrée orientée de classe C!
F:Q—R3; (u,v)—~ M=F (u,v).

Soit ¥ une partie mesurable de 2 dont le bord est I’arc
~ muni de lorientation correspondante (“régle du tire-
bouchon”).

=

Y
Soit V un champ de vecteurs C! au voisinage de .

Théoréme 2 (Stokes) La circulation de V le long de ~
est égale au flux du rotationnel de V' a travers 3 :

/v.dM://rav.dg. 3)
o b

3.2 Formule d’Ostrogradsky

Soit V une partie bornée de R dont le bord est la nappe
C! (fermée) 3, munie de l'orientation canonique du vecteur
normal vers I'extérieur.

Soit V un champ de vecteurs C* au voisinage de V.

Théoréme 3 (Ostrogradsky) Le fluz (“sortant”) de V
a travers X est égal & lintégrale sur V de la divergence

s //Zﬁ-dﬁz///vdivx?dT, (4)

dr dénotant l’élément de volume de V.

3.3 Formule de Green-Riemann

La formule de GREEN-RIEMANN est un cas particulier du
théoreme de STOKES. On se place dans le cas d’une portion
de nappe plane ¥ (cad, contenue dans un plan), limitée par
une courbe fermée (plane) ~.

On considére d’autre part un champ de vecteurs plan 1%
(cad, pour tout M € Q, V (M) est paralléle 4 ), et C' au
voisinage de Y.

On se retrouve dans le cadre de STOKES en considérant
que le plan en question est le plan P = (O ; (7,7)) de R3.
SiM = F(z,y) = O+xv+y 7, Vorientation de P est définie
par le vecteur normal

Notant d’autre part V = P7+ Q7 (+0 E), le rotationnel de

‘7 est
0Q _ory
dr Oy
donc le théoréme de STOKES donne :

rotV—Oz—i—Og—&—(

Théoréme 4 (Green-Riemann)

/Pd$+Qdy—// (@3_1;) dz dy. (5)



4 Application aux calculs d’aires
planes

On peut utiliser la formule de GREEN-RIEMANN pour cal-
culer 'aire de la portion de plan X : il suffit de choisir
convenablement P et () pour avoir au second membre
lélément d’aire du plan (dz dy ou rdr d@).

4.1 Coordonnées cartésiennes
On doit avoir g—g — % = 1 donc par exemple :

o PzO,Q:x:u:f,yxdy;
e P=-y,Q=0:p=—[ydzr;

.P:_%uQ:%:

u=%/ﬂcdy—ydw,
vy

cette derniére forme permettant souvent de profiter des
symétries que peut présenter X, c¢f. I’exemple suivant :

Exemple 7 deltoide

x = a(2cost+ cos2t)
y =a(2sint — sin 2t)

C'est 1'hypocycloide? a trois points de rebroussement
(lieu d’un point d’un cercle de rayon a roulant sans glisser
a lintérieur d’un cercle de rayon 3a). Pour cette raison,
on verrait mieux en coordonnées polaires l'invariance par
rotation de centre O et d’angle 2?“ Néanmoins, les coor-

données cartésiennes sont bien adaptées au calcul de I'aire.

On utilise la troisiéme forme de GREEN-RIEMANN :

= %/ xdy—ydxz/ zdy — ydx
- 0

= 2d° / (2cost + cos2t) (cost — cos 2t)
0

— (2sint — sin2t) (—sint — sin 2t) dt

us

= 2a2/ (1 +sintsin 2t — cost cos 2t) dt
0
iy . 3t ™
= 2a2/ (1 — 3cost)dt = 2a* [tsm ]
0 3 1o
2

= 2ma“.

2Cf. TD “épi- / hypocycloides”.

4.2 Coordonnées polaires

On peut aussi envisager le cas des coordonnées polaires. La
formule de GREEN-RIEMANN devient alors (en remplagant

xetyparret): fWPdr—i—QdQ: Is (%—? - %—f;) drdé,

et pour que l'intégrande coincide avec I’élément d’aire
rdr df des polaires on doit avoir %—? — %_1; = r ; un choix

classique est : P =0, Q = é d’ou

u:%/r2d9.
~

Exemple 8 cardioide r = a (1 + cos¥).

La cardioide est 1’épicycloide? & un point de rebrousse-
ment : lieu d'un point d’un cercle de rayon a roulant sans
glisser & 'extérieur d’un autre cercle de méme rayon a.

b

a

%

On applique directement la formule ci-dessus :

T 2 2
- 2/ a (1—1—;059) 40
0

= a2/ (14 2cos6 + cos*6) df
0

= a2/ 1+2c059+%(1+00529)> dé
0

™ 2
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