
360 ÉCOLES des MINES : Albi-Carmaux, Alès, Douai, Nantes 1998 

Mathématiques 1/3 

CONCOURS COMMUN 1998 
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES 

PREMIER PROBLÈME 

1 - Solutions d'une équation différentielle 
Dans toute la suite, le plan est rapport6 à 1111 repere ort<honormé 

1 On considère l'équation différentielle ( E )  : (1 + z2) y '+  2xy = -. 
.T 

1) Résoudre ( E )  sur R;. 

In R' + X 
1 + -12 2 )  Pour tout réel A, on définit la fonctjon f,\ sur R: par : Yz > O f,!(.~).= et 011 ilote 

(C'A) sa courbe reyr6sentative dans (O. <.y). 

a) Soit A l ( ( ~ , f j )  il11 point du plan avec Q > O .  Montrer que par ,II passe une et iiiie seule 

b) Montrer que pour tout réel X, la fonction f,\ est de classe ("l' sur R;. 
c) Montrer que pour tout L > O, J , ( ( . r )  est du signe de yx(.c) = 1 + r2 - 2.c2(111.1' + A ) .  

courbe (CA). 

d) Etudier les variations de g,\. On montrera en particulier que l'équation y , \ ( ~ )  = O admet 
une et  une seule solution sur R; : cette solution sera not& mx. 

e) Dresscr Ic tablcau de variations de J,\. On calculera les 1imitt.s de j,, en O et +x, et 011 
1 

montrera. que f,\(mx) = - 
2in: * 

f )  Représenter s u r  u n  même graphique les courbes (C-l), (Cu) et (CI). On dollnera des 
près en précisant la  nét th ode utilisée, ainsi que la valeurs approchées de ni-1 et 7110 à 

valeur esncte de nil. 

3) Dans cette question, on cherche un  équivalerrt de 7 7 1 ~  lorsque X tend \:ers +x. 

1 1 a) Montrer que pour X assez grand. on a : - 6 in,\ 6 -. 

b) En déduire, à l'aide des questions précédentes, que rit,\ - - x A 
1 

t x  &y 
II - Etude d'une fonction intégrale 

x I n  t 
On étudie dans cette partie la fonction F définie par : VZ > O ~ ( . r )  = lr f , ( t )  dl = J( - dt.  1 + t 2  
La courbe représentative de F sera notée 1-. 

1) a) Déterminer le signe de F sur  IR;. 
b) Justifier la continuité et  la dhri\-abilit,é de F sur R;. 
c) Calculer P ( z )  pour 2 > O. 
d) Ecrire le développement limité de F à l'ordre 3 au voisinage de s = 1. 

2 )  Montrer que : Vx > (1 F'(3:)  = F (:) . 
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Arctari .L Soit 9 la fonction définie sur  IR; par : Vz > O 

Montrer que 9 est proloiigea1,le 1)ar continuitb en O. 

Montrer que : Vx > O 

En déduire que F est prolongeal>le par continuité en O. La nouvelle fonction ainsi obtenue 
sera encore nothe F .  
Que peut-on dire de F au voisinage de +CO '? 
Montrer que F n'est pas dérivable àdroite en O. Que peut-on dire de l7 au point d'abscisse O ?  

p(x) = 
:1 

X 

F ( z )  = hrctan z In z - cp(t) d t .  

4 )  Dans cette question, 011 cherche à calculer une valeur approchée de F(O). 

n 

En déduire, poiir ri E N et, x E J O ,  1[, nne majorat.ion de F ( z )  - x ( - l ) k 1 2 a ( : c )  . 
k=O 

(-l)k 
On pose, pour I I  E IV, un = 

5 )  Tracer l'allure de la courbe r. On précisera le point d'inflexion. 

DEUXIÈME PROBLÈME 

Dans tout Ic p r o b l h c ,  l'c~pace r-cctoricl R3 est niuni de sa structure euclidienne orientée usuelle et 
rapporté à sa base canonique (orthonormée directe) notée (el ,  e2, tg). 

On note  C(R31 l;i E-algèbre (10s ci~dornorpiiisiucs de R3, .M3(R) la R-alghbre des illatrices d'ordre 3 à 
coeficierits nkls ct Ij la illatrice identiti.. 
II est dcrnniidc' dc fnirc. j 'giirrr tous lcs ctr1cul.s siIr ka copie. 

Par t ie  1 
5 -1 -1 

-1 -1 
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3) a) L a  faiiiillc ( f ~ j .  LS) c ~ \ t - c ’ l l r  lihrc. tlnns ,td3(IhS)’.‘ 

b) Montrer que S2 peut s’exprimer sous forme de combinaison linéaire de 13 et S .  
c )  En déduire que pour tout n E N, il existe un unique couple (nn’6,) de réels tel que 

d) Donner les valeurs de no, 60, a l ,  61, et exprimer, pour n E N, an+l .et bn+l en fonction de 

e) Montrer que la suite ( ( ~ , + b n ) n ~ ~  est constante, puis que la suite ( b , + l ) , , ~  est géométrique. 
f )  En déduire l’expression de an et 6,  pour tout n E N. 

S” = a& + 6,s (on convient que : VA4 E M 3 ( R )  Mo = 1 3 ) .  

an et 6,. 

4) Soit B = S - 213. 

a) Calculer B” pour n E N. 
b) En déduire l’expression de Sn en fonction de 13 et B pour n E M (on pourra, après justifi- 

c )  Comparer avec le r&ultat de la question 3). 
cation, utiliser la formule du hiiiôine de Newton). 

5 )  L’expression de S” obtenue aux questions 3) et 4) est-elle valable pour rt E Z? 

Partie II 
1 

Soit f l’endomorphisme de R3 de matrice A = - 

u = f O .s-’ et 011 note U la niatrice de u cla.ns la base canonique. 

-1 -1 5 
dans la base canonique. On pose : (-; -; 1:) 

1) Calculer Cr ; vPrifier que ZL est une rotation vectorielle et que u O P = P O u = f .  

2) Soit (ey ,  ei ,  e:) la. famille obtenue en normant les vecteurs e; ,  e; et E $  de la question 2) de la 
première partie. 

Montrer q u e  (€7,  c:, c i )  est une base orthonormale directe. 
Ecrire la niatrice Lr‘ de u dans cette base et, caractériser géométriquement u. 

Expririier la tnatrice de s dans la hase (ey ,  e;,  ci)  c11 fonction de .Sr. 
En déduire la matrice de f daus la base ( ey ,  e;, e:). 

Quel est l’ensemble des vecteurs invariants par J ? 
Soit P = Vect (c : ,  e:). 

ii) Soit g l’endomorphisme de I‘ tel que pour tout .T cle Z’. g( . r )  = f(x).  liontrer que g 
i) Montrer que f ( P )  = P .  

est, la composée de deux applications linéaires simples que l’on reconnaîtra. 

5 )  On note C( f )  l‘ensemble des endomorphismes de R3 commutant avec .f, c’est-à-dire l’ensemble 
des endomorphismes g tels que f O g = g O f. 

a) Montrer que C ( J )  est une sous-algèbre de C(R3). 
b) Soit g E C ( J ) .  

i) Montrer que le vecteur y($) est invariant par f .  Que peut-on en déduire‘? 
ii) Soit iti la niatrice de g dans la base ( e y ,  e:, e ; ) .  IIontrer que .II cointnute avec (S’)3.  

iii) En déduire la fornie générale de la matrice d’un eiidoinorphisme de C( f )  dans la Imse 
(e l ,  e;. e;) .  

c )  Quelle est la dimension de l’espace vectoriel C ( J )  ? 


