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Epreuve de Mathématiques
Classements :

SUP (TSI)

SPE (TSI)

Mercredi 21 mai 1997 de 14h00 & 18h00

Instructions particuliéres :

Les candidats doivent traiter les problémes 1 et 2 qui sont indépendants.

PROBLEME 1

Pour tout n € IN*, on désigne par f_ la fonction suivante :

. { R—- R
n: L n+k
X
XHR§1n+k

Partie A : étude de la suite (Up) = (fa(1)).

1. Montrer que (Up) est croissante et majorée ; que peut-on en déduire ?

2 . Montrer que, pour toutn € IN*,ona:

1 < - <l
n_‘_l_ln(n+1) ln(n)_n

3. En déduire que lim U,=1n2.
n--)oo

Partie B : étude des variations de f;,.

x" (1-x"

1. Montrerque f' (x)= { I-x

n six =1

six 2 1

2. Montrer que, si n est un entier pair,ona:

f' (x)= XPA+x) 1+ K+ X 4o+ x"%)
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3. En déduire les variations de f;, et le nombre de solutions de f, (x) = O (on distinguera
deux cas : n pair, puis n impair).

Partie C : étude de la suite (f4(x)), obt x est un élément fixé de Ry
1. Montrer que, pour0<x<1,0na x“Sf;l (x) £nx",

2. Montrer que, pour x> 1,0na nxt < f ’n x).

X
3. En remarquant que fj, (x) = J f n (t) dt, trouver, suivant les valeurs de x € Ry, la
0
limite de f,(x) lorsque n tend vers +oo,
n
Partie D : étude de Sy(x) = 2 fp(x) pour x €[0,1[ .
p=1

x(1-x") (1-xn#l)
(1-x)% (14x)

1.  Vérifierque S, (x) =

X tn

2. Montrer que lim dt=0.

e Jy (1-1)2(1+1)

3. En déduire Lim S;(x) .
n —oo

X
4. Calculer J ——tz————dt et conclure.
o (1-t)°(1+t)

PROBLEME 2

Notations :

. n désigne un entier naturel non nul et E le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales deR

versR.
- @ est la fonction nulle de E.

- Pour f e E\{0}, on note deg(f) le degré de f.



346 ECOLES des MINES : Albi-Carmaux, Alés, Douai, Nantes 1997
Spécifique TSI 3/3

- Soient ey, e, et @ les applications définies par :

_ R->R R o R
€p: ep’ (pe N
X 1 X > xP

E 5 E X
¢:
fio g telleque: VxeR, gx)= J f(t) dt

-X

.Ey={fe E/deg(f)sn}u {0}
I, ={fe E, /fimpaire} , Ph={f € E, /f paire}.

Partie A

1. Pour tout p € N, calculer ¢ (ep) ; en déduire que ¢ est un endomorphisme de E.
2 Montrer que E; = I, @ Py,

3. Pour f € I, calculer ¢ (f) ; ¢ est-elle injective ?

4 Pour f € P,, montrer que ¢ (f) est impaire ; a-t-on @ (f)e I ?

Partie B

Dans cette partie, on suppose que n est impair, c'est-a-dire n = 2m + 1 avec m entier naturel.

1. Vérifier que B,, = {eg, €1,..., €n) est une base de Ep.

2. Trouver la dimension de I, et celle de Py

3. Montrer que, pour tout entier p compris entre Oetn,ona: @ (ep) € E, ;en déduire que

¢ (Ep) C En.
4. Dans cette question n = 3.
a) Ecrire la matrice M de la restriction de ¢ & E3 dans la base B3.
b) Trouver le rang et le noyau de la restriction de ¢ a E3.
c) Pour tout p € IN*, calculer MP.

Partie C

Dans cette partie, pour g élément donné de E, on cherche f de E vérifiant 'équation ¢ (f) = g.

1. Montrer que, si f est un élément de E, @ (f) est impaire ; en déduire, si g n'est pas
impaire, l'ensemble solution de ¢ (f) = g.

2. Pour p € IN*, résoudre @ (f) = €zp+1°
3. Déduire de ce qui précede les solutions de ¢ (f) = g.



