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MATHEMATIQUES 

Temps accordé  : 4 heures  

Les candidats doivent vbrifier que les sujets &tendent sur 4 pages numbrotbes y compris celle-ci. 

Les candidats doivent traiter les problkmes 1 et II qui sont indbpendants. 

Ces problkmes seront rbdigbs sur des feuilles de composition sbparkes (mais d rendre regroupbes, coniormbment aux instructions). 
Bien prbciser en haut de chaque feuille : problkme 1 ou problkme 11. 

P R O B L E Y E  1 

Les part irs  I I  et I I 1  sont indkpendantes e t  u t i l i s en t  l e s  rtisultats etablis à 

l a  partie I .  

Notations: Une fonction dc> classe 6' sur l'intervalle 1 dc R est une fonction 
derivable sur 1 .  dont la dkrivke f '  est continue sur 1 .  

1 

PARTIE 1 .  

si t#O et ~ ( O ) = O .  I I  11 1 1') On définit la fonction 9) sur [-- -1 par: v(t)= - - - 2 '2 t sint 
a )  i )  Donner le développement limité de p au voisinage de O à l'ordre 4 

i i )  En déduire que ? cst continue et dérikable en 0 .  Preciser P ' ( @ ) .  

1 17 1T 
b )  Yontrer que v)  est  de classe c sur [-~.z]. 

I I  I I  c )  Soit la fonction L définie sur C - T , - ]  par: ~ ( t ) =  ~ si  tzO e t  ~ L , ( O ) = I .  sint 
1 11 I I  Yontrer que L est une fonction de classe L' sur [-- -1. Prkc*isrr L '(O). 2 ' 2  

1 2 ' )  Soient a et b réels tels que a<b. Soit g une fonction de classe t,' sur 
[a,bJ, à valeurs réelles. Yontrer, à l'aide d'une jntégration par parties, 

que : [ I g ( t )  sin(\ t) dt tend vers O lorsque tend vers + \ .  (1) 

* I l  

3') Soit nEDJ . On definit S sur [ O , n ]  par: S (t)  1 + 2 cos(2kt). 
n 

k =  1 

sin(2ntl)t a )  i )  Yontrer. sans rkcurrence, que: tlt~]O,n[, Sn (t) = ( 2 )  
i i )  Calculer S n ( 0 )  et S n ( n ) .  

sin(2ntl)t dt. 
sint b )  Calculer la valeur de l'intégrale J n  
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PARTIE I I .  

' I l /  2 

p(t) sin(2ntl)t dt lorsque n tend vers l 1 1') a) Determiner l a  limite de 

s i n (  2nt 1 )  t 
t dt lorsque n tend vers txl. b )  En déduire la limite de I = 

sint 2 ' )  a) i) \.érifier que la fonrtion f définie par f(t)= - t 
une fonction continue sur R .  

On note F la fonction définie sur R +  par: 

se prolonge en 

sint dt. c F ( x )  = 

I I  ii) Comparer F((2ntl) - ) e t  I . 2 I I  

I I  
b )  i) Soit x reel, s ~ ? .  Justifier l'existence de ndJ (dépendant de x), 

I I  I I  TI 
On note (c(x)=(2n+I)- t c l  que: ( 2 n + l ) :  I x < (2nt3)~. 2' 

sint dt tend vers O lorsque x tend vers t l  . 1\ t ii) Vont rer que 
('(1) 

c )  En déduire que F(x) admet une limite s i  x tend vers +\.. Préciser 1 .  

' Y  sint 2 3 ' )  a )  Soient x et y réels, tels que y>x>O. Yontrer que: / /  T d t 1 6  - X . 

( O n  effectuera une intégration par parties). 
2 

X 

b )  En déduire que: Vx>O, I r  - F ( x ) I  s x . 

PARTIE I I I .  

1') a) Determiner deux réels CT et P ,  indépendants de n ,  tels que: 

(CI et ,j sont désormais ainsi fixés). 2 1 

n 
VndN , ((ttt13t )cos(nt)dt = 5 . 

" 1 r m  

* 1: 
4. 

b )  En déduire que 2 7 1 - 1 (att.3tL) Sn(i) dt 
k = l  k O 

est un réel indépendant de n, que l'on précisera. 
(ut+,$) 

t c )  On définit la fonction h sur 3 0 . ~ 3  par: h(  t ) =  
sin(7) 

1 Yontrer que h se prolonge en une fonction de classe I: sur [ O . I r ] .  

n 
(nzO). 1 

2 
(nzl), et  vn= C 

k = i  k Z  L = O  (2k+l) 
n 1  2 ' )  On définit les suites un= - 
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a) Déduire des questions precédentes que la suite ( u  II ) Il 1 1 converge et 
donner sa l imi t e .  

b )  Yontrer que l a  suite ( v  ) converge et déterminer sa limite. 
I I  II 2 0  

PROBLEYE 2 
Notations: 

n est un entier naturel fixé, n22. 

3 est l’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur IR. 

E est le sous-espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients réels. 

En est l e  sous-espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients rCels, 
de degré inférieur ou égal à n. 
PARTIE 1.  

Si fE7, on note A(f) et T(f) les fonctions réelles définies par: 
VxdR, A(f)(x) = f(x+l)-f(x). et T(f)(x)=f(x+l). 
On admettra (aisément!) que A et T sont des endomorphismes de J .  

On note A =T =Idr O O (donc si fEJ, Ao(f)=To(f)=f), et, 

si ~ E M ,  j ~ l , A \ ’ =  AJ-‘& Adj-‘, T J =  T J - l o T  = T a J - ‘  

1’) a )  i )  Soit B E ,  non constant. A(P) est une fonction polynôme. 
Comparer les degrés de A(P) et de P. 
Calculer le coefficient dominant de A(P) en fonction de celui de P. 

i i)  Vérifier que A induit un endomorphisme de En, noté A . n 

b )  i )  Déterminer KerA . n 

i i)  En déduire le rang de An. Déterminer Idn. 

2 ’ )  Pour kdN, on définit les fonctions polynômes N, par: 
X(X-1) . . . (  x-ktl) 

k !  VXER, No (x)=l et N, (x)= 

a)  i )  Pour kZ1, exprimer A(N,) en fonction des polynômes (Nj ) j  Z o .  

i i)  Calculer, pour jeN et k E N ,  AJ(Nk), puis (AJ(Nk))(0). 

b )  i )  Montrer que la famille (No”, ,... N,) est une base de En. 
n+ 1 

i l )  Soit PEE n . P s’écrit P=a,No+alNlt..tanNn , où (ao ,al , . . ,an )ER . 
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Exprimer les aj en fonction des ( A '  (P))(O). 

3 ' )  a )  Soient k d  et fEF. Déterminer pour XER , ( T k  (f)) (x) . 

b )  Soit j@J. Soit f E J .  

f )  Expliciter -IJ(f) en fonction des Tk(f), Orksj. 
(On pourra remarquer que A=T-Id,). 

f i )  En déduire que ( A J  ( f ) ) ( O )  ne dépend que des valeurs de f aux 
points 0 , 1  . . , j :  

PARTIE I I .  
f(O),f(l) , . . ,  f(j). 

On se donne une fonction f de J .  On cherche les polynômes solutions du 

doPrn 
VkE { O, 1, . . , n) , P( k) =f( k) . problème ( p )  suivant: (p l  { 

n 

On pose N(x)= (x-j) = x(x-l)..(x-n) 
j = O  

n+ 1 1') a)  Soit l'application linéaire * :  

Yontrer que G est un isomorphisme. 

E n d IR 

P - (P(O),..P(n)) 
b )  En déduire que le problème ( P )  possède une unique solution notée Pf. 

b) En déduire l'expression de Pf en fonction des (AJ(f))(O) et des 
polynômes Nj . 

3' )  Dans cette question, on suppose que f est de classe e n + ' .  
On note M n =  sup ( 1 f ( n + l >  

(t) 1 ,  t~[O,n]). 

a )  Soit x~(O,n], non entier. 

N(x) - f( n + i '  C) Montrer que: 3c€]O,n[/ f(x) - Pf(x) = (ntl)I 
(On pourra poser cp(t)= f(t)-Pf(t)-KN(t), OÙ K est tel que cp(x)=O, et 
appliquer judicieusement le théorème de Rolle.) 

1 b) En déduire que: Vx~[0,n], If(x) - Pf(x)I s -M ntl n 

(On pourra majorer IN(x) I sur chaque intervalle [j,j+l], OÙ j€(O,l,. . ,n-l)). 


