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MATHEMATIQUES 

Temps accorde : 4 heures 

PROBLEME I 

Les parties I I  et III sont indépendantes et dans une large mesure indépendantes de la partie 1. 

PARTIE 1 

@ Soit f une fonctioncontinue de [ O ; 1 1 dans IR telleque f ( 1 ) #O. 

Soit & une fonction continue de [ O ; 1 1 dans IR telle que& ( 1 ) = O. 

Pour tout entier naturel non nul n on note : 

tn f ( t )  dt , Kn = tn f ( t )  dt et en = tn E ( t  ) dt. 

1') Démontrer que lim In = O. 

2') Démontrer que lim (n Jn ) = O. 

3') a) Démontrer que lim = O. 

n + + -  

n + +  00 

n - + +  00 

(On pourra utiliser : an - - sup { I W )  1 >). 

t E  1 - -  [ 
b) En diduire clut: lim 

I I - + + W  

(11 K n )  = K oii K est un  réel non n u l  que l'on précisera. 

4') D6duire des questions pri.cidt.ntes un tkluivalent de 1, ;LU voisinage de + 00. 

(%) Soit f iiiit' fonction dt5vable de 1 O ; 1 1 dans IR, dont la fonction dCriv6e est continue, telle 
W 

C ] l I t '  f ( 1 ) = O ct f ' ( I ) f o. 
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PARTIE I I  

Soit f une fonction continue de [ O ; 1 1 dans IR. 

Pour tout entier naturel n on note : I n  = 
1 

t n  f (  t )  dt 

Pour tout entier naturel non nul p on note : 

4 k -  1 & k - 1  v = 2 ( - 1 )  - 1  - 
P k et 

u p =  z ( - 1 )  ___ 1 
?Ir - 1 - .. x k = l  k = l  

1 O )  a) Calculer 10 et I 1 .  

b) Etablir pour tout entier naturel n une relation de récurrence entre In et In+?. 

2") a) Démontrer que lim U p  = U où U est u n  réel que l'on pricisera. 
p - + +  fxJ 

b) Donner un équivalent de (U - Up) au voisinage de + 00. 

3") a) D6monner que lim V p  = V oii V est u n  réel que l'on prkcisera. 
p + +  00 

b )  Lloiiiicr 1111 t ic lu i \  & n t  de ( V  - V ) ;NI \x)ihin;ige de + 00. P 

(BJ On suppose : f (  t ) = sin 71 t ). 

Pour tout entier naturel p on note : 
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2') a)  Polir t o u t  entier naturel non nu l  k expriincr tk - tk - en fonction de ;lk 

b) Pour tout entier naturel non nu l  p exprimer t en fonction de Io et Wp. P 

3") Déduire de la question précédente que iim W = W oii W est u n  rkel que l'on priciserrt. 
P 

p + +  @O 

(On admettri le rksultat suivant : lim 
p + +  00 

ap = O) 

_. PARTIE - 111 

Soit f une fonctioncontinuede [ O ; 1 ] dans IR. 

Pour tout réel x de [ O ,  1 et pour tout entier naturel n on note : 

1") Démontrer que pour tout rr5el x de [ O , 1 [ , lim I n (  x )  = O. 
n + +  00 

, lim 3") Démontrer que pour tout réel x de [ O ,  1 [ 

réel que l'on exprimera sous forme dune intégrale faisant intervenir f. 

Sn ( x ) = F ( x ) oh F ( x ) est un 

n + +  w 

3") Audications 
1 - t L  
1 + t- 

a) On suppose : f ( t) = '3 - 

C~tlciilzI F s ) et lirii F ( x ). 
x +  1 

X <  1 

b) On suppose : f ( t ) = d". + 

f est-elle dkrivable en 1 ? Calculer F ( x ) et lirn 

x < l  

F ( x ). 
x + l  

si t it 1 (In désigne le logarithme nipérien). 1 
1 - I n  ( 1  - t )  

1 f ( t )  = 

f (  1 ) =  O i c )  On supposr: : 

Justifier 1;i continuitk de f sur 1 O ; 1 1 ; f est-elle dirivable en 1 '? 

Calculer 1: ( s ) et lim 

Y <  I 

F ( s ). 
x - 3 1  
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PRORLERlE I I  

3 Soit x3 - x- + p = O 1'Cquation d'inconnue réelle x où p. désigne un paramètre réel non nul. 

a) Déterminer les valeurs de p. pour lesquelles cette équation admet trois racines réelles 

b) Déterminer les solutions réelles de cette équation lorsque l'une d'entre elles est double. 

distinctes. 

Dans 1s suite de ce problème on disigne par 

E 
B 
-. 
U 

D 

un espace vectoriel réel euclidien orienté de dimension trois. 

une base orthonormale directe ( i J . k) de E. 
un vecteur de E de composantes a, b et c dans la base B avec a2 + b2 + c2 = 1. 
1s droite vectorielle de E orientée par G. 

- 7 4  

On notera < . , . > le produit scalaire ; I I . I l  la norme ; . A . le produit vectoriel, définis 
dans E. 

PARTIE 1 

Pour tout réel h non nul, pour tout 

par : 

1 O) Montrer que fh est un endomorphisme de E. 

2") a) Déterminer la valeur notée ho du réel h telle que f b  soit un automorphisme orthogonal de 

E (ou i.somCtrie vectorielle de E). 

Clément de E, on note fh l'application de E dans E définie 
4 4 - D  -. 

f x ( x ) = ?  + h  < x ,  u > .  u 

b) Crtract&ser fho par s a  matrice relative ii la base B. 

c) Déterminer l'ensemble des vecteurs de E invariants par f b  : donner alors la nature de fho en 
prkcisant ses Clinlents remarquables. 

PARTIE I I  

Soit g I'sridoriiorptiis~iie de E de matrice asscxik G = ( 4) relative ii la base B. 

I '1 hloiitrcr qiie g est imt' rotation vectorielle de E si et seulenient si ;i, b et c sont solutions de 
I'A]ii:itIoii K-' - x- + p = O 0i1 p designe un riel d'un intervalle i de IR que l'on précisera. 

-l 7 

( 0 1 1  p w m  utiliscr I'idcntitG suivmc : 
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PARTIE I I I  

Soit r la rotation vectorielle de E d';tue D et d'angle dont une mesure est un rCel 8 . 

- 
1") Montrer que pour tout élément x de E on a la relation : 

r ( X I  = < x ,  u > .  u + cose. [ ( u  A T) A i 1 + sin 8 . G  A T - -+ -+ - 4  

(2)  

(On pourria utiliser la relation suivante : - 2 -  4 4 -  -+ 4 + 

( U A X )  A U  = I I U I I  . X  - < X , U > . U )  

2") Réciproquement montrer que tout endomorphisme de E vérifiant la relation précédente est la 
rotation vectorielle d'axe D et d'angle de mesure 8. 

3") Soit <p l'endomorphisme de E de matrice @ relative I\ la ~ S G  B telle que : 

ac + b 3 ab - c 

@ = (b r c  b2 b c -  3 a) 

ac - b bc + a c- 

Montrer que <p est une m t i o n  vectorielle de E que l'on caractérisera. 

4") Soit le demi-tour vectoriel d'axe D de E. (ou rotation d'axe D et d'angle de mesure ?I: ). 

est un éIément quelconque de E. 
-c 

a) En utilisant la relation (2) expliciter W ( x ) oh 

b) Construire la matrice de 'jl relative 9 la base B. 
(on poumcomparer et fho ) 

PARTIE IV 

r designe la rotation vectorielle de E d'axe D, d'angle dont une msure est un réel 8 . 

s desiyne la symktrie vectorielle orthogonale par rapport au plan vectoriel P orthogonal & D. 

On note i5 = s O r. 

1" )  Montrer que si r est clit't'irent de I'icientitC vectorittlie de E alors i5 est une isomitrie vectorielle 
de E adinettant pour wu1 vccteur invarriant le vecteur nul de E. 6 est aippelie isom6trie vectorielle 
~;"" he. 

4 
3" )  Soit t' 11II cilclomorphisille dc E v&-ifi;ltit pour tout x Clt'Illt ' i lt  c k  E lii rcl:ition : + - 4  + 9 + + 9 -  f ( x  ) = C  < x u > .  ut cos^. 1 C U  A X I  A u + s i n  8 . ( u  A x )  

I 
i I \LLC € = +, f 

Montrer que cette relation caractérise les isomitries vectorielles de E dont on donnera la 
cliissificstion suivant les valeurs de & et 8 ; on précisera dans chaque cas le rôle de D et la nature 
de l'ensemble des vecteurs invariants par cette isoméme vectorielle. 


