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Temps accordé : 4 heures

PROBLEME |

Les parties I1 et 1l sont indépendantes et dans une large mesure indépendantes de la partie I.

PARTIE I

@ Soit f une fonction continuede [ 0 ; 1 | dans R telleque f (1) #0.

Soit € une fonction continuede | 0 : 1 | dans (R telleque€(1) = 0.

1 1
Pour tout entier naturel n onnote I, = f ! f(r) dt (IO= f f(t) de).
0 0

Pour tout entier naturel non nul n on note :

‘ 1
1-T_- 1
o = T () d, Kn=f , " f(t)dt e By =n f | " €(1) dt.
- I - —
0 Vn Vo
1°) Démontrerque  lim In = 0.
n— +oo
2°) Démontrerque  Lm (n Jy) = 0.
n—+ o0
3°) a) Démontrerque lim O = 0.
n—+ oo
(On pourra utiliser : O, = sup { le(t) | })
1
te |[1-—; 1
o

b) En déduire que  lim (n K,) = K ol K est un réel non nul que l'on précisera.

n— + 0o

1%y Déduire des questions précédentes un équivalent de Iy au voisinage de + oo.
n

@ Soit f une fonction dérivable de [ 0 ; 1 | dans [R, dont la fonction dérivée est continue, telle

quef (1) =0ct t" (1) =# 0.
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1 1
Pour tout entier naturel n on note : I, = f " Fr) dt { 10 = f Feey do.
0 ()

Déterminer un équivalentde I, au voisinage de + oo, de la forme —5 . A étant un réel

non nul que 'on précisera.

PARTIE 1l
Soit f une fonction continuede | 0 ; 1 |dans(R.

] |
Pour tout entier naturel n onnote : I, = f " f(t) de ( I() = f f(t) dt).
0

0
On suppose @ (1) = -~
@ N suppose (L) 15

Pour tout entier naturel non nul p on note :

i kel i LR
Up= ('1) 2k a 1 et Vp= { - 1) E

k =1 k =1

l

tJy

1°) a) Calculer Iy et 1.
b) Etablir pour tout entier naturel n une relation de récurrence entre Iy et [40.

2°) a) Démontrer que lim  Up = U ou U estun réel que l'on précisera.
p—+ 0o

b) Donner un équivalent de (U - Up) au voisinage de + oo.

3°)a) Démontrer que lim Vp = V ol V estunréel que l'on précisera.
p—+ oo

b) Donner un dquivalent de (V- - Vp) i voisinage de + oo.

On suppose : t(t) = sin (T01).

Pour tout entier naturel p on note :

Pour tout entier naturel non nul p on note :

)
h-d 2k - 1
W:i(-l» L
P (2k) !
k=1
1) Etablir pour tout entier naturel nune relation de réeurrence entre 1 et I,
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2°) a) Pour tout entier naturel non nul k exprimer -y en fonction de ay .

b) Pour tout entier naturel non nul p exprimer t, en fonction de I et Wp.

p

3°) Déduire de la question précédente que  lim Wp = W ou W estun réel que l'on précisera.
p—+ oo

(On admettra le résultat suivant : lim =0

4p
p—o+ o

PARTIE Il
Soit f une fonction continuede [ O ; 1 | dans [R.

Pour tout réel x de [0, 1 | et pour tout entier naturel n on note :

n

f(t)di) et S, (x) = Z I, (x).
k=0

X

X
1(x)=f M f() de (x):f
f 0 0 0

1°) Démontrer que pour toutréel x de [0, 1[ , lim In (x) =0

n—+ oo
2°) Démontrer que pour toutréel x de [0, 1] , lim S, (x) = F(x)ou F(x)estun

n— + oo
réel que I'on exprimera sous forme d'une intégrale faisant intervenir f.

3°) Applications
2
a) On suppose : f(t) = %
1+t~
Calculer F (x) et lim F(x).

x = 1
x<1

[1 -1
b) On suppose : f(t) = 1+t

fest-elle dérivable en 1 ? CalculerF (x) et  lim F(x).

X — 1
x<1

f(t) = ! sit#l (In désigne le loganthme népérieh).
I -1n (1 -10)

¢) On suppose :
ftl1)=20

Justifier la continuité de fsur | O : 1 |:f est-elle dérivableen 1 ?
Calculer F (x) et lIim F(x).

X — 1
x<1
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PROBLENME I
Préambule

Soit x3 - x2 + U = 0 I'équation d'inconnue réelle x ol M désigne un parametre réel non nul.

a) Déterminer les valeurs de L pour lesquelles cette équation admet trois racines réelles
distinctes.

b) Déterminer les solutions réelles de cette équation lorsque I'une d'entre elles est double.
Dans la suite de ce probléme on désigne par :

E un espace vectoriel réel euclidien orienté de dimension trois.
B une base orthonormale directe (i, ], k) de E.

u unvecteurde E de composantes a, b et ¢ dans la base B avec a2 +b2 +c2=1.
D la droite vectorielle de E orientée par u.

On notera <. , .> le produit scalaire ; |1 . || lanorme; . A. le produit vectoriel, définis
dans E.

PARTIE I

Pour tout réel A non nul, pour tout x élément de E, on note fy Yapplication de E dans E définie

par : fk(;)=;+l <X, u>. u
1°) Montrer que fj, estun endomorphisme de E.
2°) a) Déterminer la valeur notée Ao du réel A telle que f?vo soit un automorphisme orthogonal de
E (ou isométrie vectorielle de E).
b) Caractériser Ao Par sa matrice relative a la base B.
¢) Déterminer I'ensemble des vecteurs de E invariants par f7\.o : donner alors la nature de f) en

précisant ses éléments remarquables.

PARTIE 11
a b
Soit g I'endomorphisme de E de matrice associde G = ¢ a b | relative & la base B.
b ¢ Rl

[°) Montrer que g est une rotation vectorielle de E si et seulement si a, bet ¢ sont solutions de

I'équation x3 - x2 4+ p = 0 ou p désigne un réel d'un intervalle 1 de IR que l'on précisera.
¢ On pourra utiliser Pidentité suivante :
a3 + b3+ 3. 3abec = (a+b+e)[ (a2 + b2 +¢2) - (ab + be + ac)] )

27) Lorsque g est une rotation vectorielle de E, avec b et ¢ réels non nuls et ¢gaux, déterminer l'axe et
une mesure de Fangle de celle-ci.
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PARTIE I1}

Soit r la rotation vectorielle de E d'axe D et d'angle dont une mesure est un réel 9.

1°) Montrer que pour tout élément x de E on a la relation :
r(x) =<x,u>. u+cos0 [ (unanx) Aul) +sin 0. (unx) (I
(On pourra utiliser la relation suivante :

—

-~ — — — 2—-» — -
(uAXx)Au =llull®.x - <x ,u>.u)

2°) Réciproquement montrer que tout endomorphisme de E vérifiant la relation précédente est la
rotation vectorielle d'axe D et d'angle de mesure 6.

3°) Soit (¢ I'endomorphisme de E de matrice ¢ relative i la base B telle que:

112 ab - ¢ ac + b
b = ab + ¢ b2 be - a
ac -b bc + a c2

Montrer que @ est une rotation vectorielle de E que l'on caractérisera.

4°) Soit  le demi-tour vectoriel d'axe D de E. (ou rotation daxe D et d'angle de mesure T ).
a) En utilisant la relation (1) expliciter Y ( X ) ol x estun élément quelconque de E.
b) Construire la matrice de ¥ relative i li base B.

(on pourra comparer Y et f) )
PARTIE IV

r désigne la rotation vectorielle de E d'axe D.d'angle dont une mesure est un réel 6.
s désigne la symétrie vectorielle orthogonale par rapport au plan vectoriel P orthogonal & D.
Onnote O = s or.

1°) Montrer que si r est diftérent de lidentité vectorielie de E alors O estune isométrie vectorielle
de E admettant pour seul vecteur invariant le vecteur nul de E. O est appelée isométrie vectorielle
gauche.

2°) Pour quelles valeurs de 0. O se réduit-clle & s ? & Fhomothétie vectorielle de rapport - 17

3°) Soit £ un endomorphisme de E - véritiant pour tout X ¢lément de E la relation :
f(;))zﬁ < i”t}.>.x+cose. | (:A?) A:L|+sin6.(_t:/\ ’?)
avee € = 21
Montrer que cette relation caractérise les isométries vectorielles de E dont on donnera la
classification suivant les valeurs de € et 0 ; on précisera dans chaque cas le role de D et la nature

de 'ensemble des vecteurs invariants par cette isométrie vectorielle.




